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راعينا في هذا المخطوط ما يحتاج إليه طلاب الجامعات بكليات العلوم   
دادهم لدراسة والتربية والهندسة والزراعة واحتياجات المعاهد العليا عند إع

فروع الرياضيات المختلفة والعلوم التطبيقية بصفة عامة ودعمنا الكتاب بعدد 
هائل من الأمثلة المحلولة المباشرة وغير المباشرة والمتدرجة تدرجا منطقيا 
ابتداء من المتباينات والدوال وصولا إلى المشتقة تعريفا وتطبيقا ثم القواعد 

يقاته في رسم المنحنيات المعقدة وضمناه كثيرا الأساسية لحسبان التفاضل وتطب
من التطبيقات مثل تطبيقات القيم القصوى، وتطبيقات اقتصادية واجتماعية 
وعلوم حياة وتطبيقات في الديناميكا والهندسة ثم تعرضنا للتقريب الخطي 

  .  رافسون لإيجاد الحلول التقريبية للمعادلات- والتفاضلات وطريقة نيوتن 
نا من هذا التدرج المنطقي هو بناء عقليات رياضاتية لا تجد وكان هدف  

صعوبة عند دراسة الفروع الأخرى للرياضيات البحتة والتطبيقية والمقررات 
  .الهندسية والفيزيائية أو الزراعية المتقدمة

إن احتواء المخطوط على كم كبير من الأمثلة المحلولة وحشد ضخم من   
جموعة كبيرة من التمارين العامة وأجوبتها التمارين وإلحاق المخطوط بم

  .يمكن الدارس أن يثق بمستوى تحصيله واستيعابه
وفي الوقت الذي نتمنى من االله عز وجل أن نكون قد وفقنا فيما نرمي   

إليه من الاستجابة لطلبات الطلاب الأعزاء الراغبين في العلم والمعرفة ومن 
وعية ومرجعية بالغة العربية، فإننا إثراء المكتبة العربية بكتب منهجية موض

نرحب بكل ملاحظة أو اقتراح أو نقد بناء من قارئ حريص على تصحيح 
  . الخطأ، فجل من لا يسهو، والعلم أخذ وعطاء

                 واالله ولي التوفيق،،،، 
   

  حمد محمد عبد المتعالأ.د  
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 9 

 
 من أهم العلوم التي ابتدعها العقل ألرياضياتي، فهو يجمع لحسبان هوا  

بين الأفكار التحليلية والأفكار الهندسية لتكوين أدوات قوية لحل مسائل هامة 
  . وتطوير مبادئ ذات طابع أساسي هام في الرياضيات

. اخترع الحسبان في القرن السابع عشر لدراسة مسائل في علم الحركة  
بر وحساب المثلثات في دراسة الأجسام المتحركة بسرعات نستخدم الجفقد كنا 

منتظمة في خط مستقيم أو دائرة، إلى أن أتى الحسبان ليتغلب إذا ما كانت 
 السرعات متغيرة أو المسار غير منتظم، فالوصف الدقيق للحركة يحتاج تعريفات

 السرعةمعدل تغير ( والعجلة ) بالنسبة للزمنالإزاحةمعدل تغير (دقيقة للسرعة 
ونحصل على هذه التعريفات باستعمال احد المبادئ الأساسية ). بالنسبة للزمن

  .للحسبان ألا وهى المشتقة
 نه قد أصبحتألا إوبالرغم من أن الحسبان قد نشا لحل مسائل في الفيزياء،   

كثير من العلوم المختلفة تستخدم ما للحسبان من قوة ومقدرة على تطويعه 
إن التطبيقات الحديثة في للحسبان تشمل دراسة . اهرلدراسة مختلف الظو

معدلات النمو السكاني، معرفة مقدمة لمخارج التفاعلات الكيميائية، قياس 
 التغيرات اللحظية في التيار الكهربي، وصف سلوك الجسيمات الذرية، استكشاف

العوارض الجانبية للعلاج بالإشعاع، حسابات الإرباح والخسائر الاقتصادية، 
 فحص نواتج تآكل طبقات الأوزون، وتحليل الذبذبات في المنظومات الميكانيكية،

  .ودراسة الشبكات الكهربية
ويستعمل الحسبان أيضا في مسائل القيم القصوى مثل صناعة صندوق   

بأقل تكاليف  ممكنة وبحجم معلوم، أو حساب أقصى مسافة يمكن أن بتحركها 
لانسياب الآمن للمرور على كبري صاروخ، والحصول على الحد الأقصى ل

طويل، وتعيين عدد الابيار الواجب حفرها في حقل بترول للحصول على 
 أعلى كفاءة إنتاجية، إيجاد موضع بين منبعي ضوء يكون عنده شدة الاستضاءة

  .اكبر ما يمكن، الحصول على اكبر عائد لإنتاج معين
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المماسات للمنحنيات وفي الرياضيات غالبا ما نستخدم المشتقات لإيجاد   
  .وتحليل بيان الدوال المعقدة

ويعرف الاشتقاق بعمليات نهايات، ولذلك فإن مصطلح النهاية هو الفكرة   
هذا وقد اكتشف كل من . الأساسية التي تفصل الحسبان عن الرياضيات الأولية

، كل (1716-1646)  و ويليام جوتفريد ليبنز (1727-1642)السير إسحاق نيوتن 
لا عن الآخر، الربط بين المشتقات والتكامل ويرجع لهما اختراع مستق

وقد أضاف الكثير من علماء الرياضيات إضافات عظيمة في . الحسبان
  .  الأخيرة350السنوات 

 والتطبيقات التي نوهنا إليها هنا لا تمثل إلا القليل من الكثير الذي سنتعرض  
  .إليه في هذا المخطوط

لحال مناقشة كل استخدامات الحسبان والكثير الذي ولا نستطيع بطبيعة ا  
فمهما  كان مجال اهتمامك، فسوف . يظهر مع التقدم التكنولوجي المتصارع

  .تجد أن الحسبان مستخدما، سواء في بحث رياضي بحت أو بحث  تطبيقي
  .وقد تكتشف بنفسك تطبيقا جديدا لهذا الفرع من فروع المعرفة  

                                           

  حمد محمد عبد المتعال أ.  د
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    المتباینات: 1-1بند 
. Rإن جميع مبادئ الحسبان مبنية على خواص مجموعة الإعداد الحقيقية 

خط الإعداد (  وبين نقط واقعة على خط الإعداد Rهناك تناظر أحادي بين 
  ) 1(ا هو موضح في شكل كم) الحقيقية 

  
  
  
  

  
  )1(شكل 
  

، وهو ليس موجباً ولا )صفر  ( 0 نقطة الأصل وتناظر العدد 0شكل النقطة 
ويسمى العدد الحقيقي المصاحب لنقطة على خط الأعداد، إحداثي . سالباً

  .النقطة
 a-bإذا كان )  b أكبر من a > b ) a عددين حقيقيين فإن b , aإذا كان 

 إذاً a > bومن ثم نلاحظ أن  ). a أصغر من b < a ) bويماثل ذلك . موجباً
 B تقع إلى اليمين بالنسبة للنقطة a المناظرة للعدد Aوفقط إذا كانت النقطة 

baخرى المستخدمة مع المتباينات ومن الرموز الأ. bالمناظرة للعدد  ≤ 
cba وكذلك a = b أو a < bوتعني  a < b ،cb وتعني أن >≥ ≤ .

x  

 الإعداد الحقيقية الموجبة الإعداد الحقيقية الموجبة
 

• 
1-     2-     3-     4-  0 

O 

 6     5    4    3     2   1 
  

b     a 

 
3
25.1 −−

 

B     A 
•  
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25ولذلك نستطيع أن نكتب على سبيل التوضيح  > ،24 −<− ،
( ) 03 2 >− ،02 ≥b.  
  .a، b،c يلي للأعداد الحقيقية  صحة ماإثباتومن السهل 

   a > c فإن a > b ،b > cإذا كان  )1
  b + c  a + c <فإن   ،a > bإذا كان  )2
  b - c  a - c <فإن   ،a > bإذا كان  )3
  bc  ac <فإن    موجباً،c ,a > bإذا كان  )4
 bc  ac >فإن    سالباً،c ,a > bإذا كان  )5

قيمة  ونرمز للa < bويستطيع القارئ كتابة العلاقات المناظرة إذا ماكانت 
  :   ويمكن تعريفها على النحو التاليa بالرمزaالمطلقة للعدد الحقيقي 





<−
≥

=
0,

0,
aa

aa
a  

، ولذلك فإن O وبين نقطة الأصل A عن المسافة بين النقطة aوتعتبر 
ba هي A ،Bالمسافة بين  55أي أن، . − = ،33 =− ،OO = ،

1221 −=− ،11 −=+− ππ.  
)عندما نكتب  )aA تعني أن النقطة A احداثيتها هو a a يمثل بعد A عن 
  .نقطة الأصل

)ينالبعد بين النقطت )2−A ،( )7Bهو   
                    bad AB −=   
                    72 −−=  
                    99 =−=  

ba أيA ،B  أو المسافة بين A ،Bإن البعدين  د الوحدات بين  هو عد−
B,A . وكذلكa هو عدد الوحدات بين نقطة A ونقطة الأصل O . وأهم

)خواص القيم المطلقة هي، بفرض  )0>b ،  
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1 (ba bab إذا وفقط إذا كان > <<−  
2 (ba ba كان  إذا وفقط إذا< ba أو < −<  
3 (ba ba إذا وفقط إذا كان = ba أو = −=  

33، تعني a>3فعندما نكتب  <<− a  
   ،       2≥a2  تعني≥a 2 أو−≤a  

 هي تعبير رياضي يحتوي على الأقل واحد من xالمتباينة في : تعريف 
  ، مثل≤، ≥ ،<، >الرموز 

  xxx −>+ 12 2 ،xx >−13،      10125 <+<− x  
فكلمة حل المعادلة . وعندما يقال، حل المتباينة يشبه نظيره في المعادلات

تعني إيجاد القيم الممكنة لجذور المعادلة، أما حل المتباينة يعنى ايجاد 
التي تحقق المتباينة، وغالباً ما نستخدم الفنرات  xمجموعة قيم المجهول 

intervalsميز  فنستعمل التر{ }.....:x حيث يستخدم الفضاء الذي بعد 
  .xالشارحة لوصف القيود على المتغير 

  : فمثلاً 
{ }bxax bxa بحيث x يقرأ قيم :≥>  وتعني مجموعة جميع ≥>

  .b ولكنها أصغر من aتساوي الأعداد الحقيقية الأكبر من أو 
]وطريقة الترميز المكافئة لهذه المجموعة بأسلوب الفترات هي  )ba, القوس 

  (.و) نستعمل =  وإذا حذفت أو ≥لما [، القوس ≤ يستخدم عندما يوجد ]
  

  فمثلاً 
}     فترة مغلقة         } [ ]→=≤≤ 5,252: xx  

}فترة نصف مغلقة  } [ ) →−=≤≤− 5,252: xx  
}فترة نصف مغلقة  } ( ]→−=≤<−− 3,131: xx  
} فترة مفتوحة       } ( ) →=<< 11,7117: xx  
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)وعموماً  )ba, ،فترة مفتوحة [ ]ba, فترة مغلقة، وكل من [ )ba, و 
( ]ba,إذا كان أي من .  فترات مغلقةa ،b یقال أن الفترة لانھائیة ±∞ ھو 

]مى شعاع مثل أو تس) غیر منتھیة( )∞,a ،( )∞∞− والجدول .  وھكذا,
یوضح مختلف فترات الأعداد الحقیقیة والترمیز المناظر وبیاناتھا على خط 

  ).الأعدادخط  (الإحداثیات
  بیان الفترة  التعریف  الترمیز

( )ba,  { }bxax <<:    

[ ]ba,  { }bxax ≤≤:    

[ )ba,  { }bxax   : <≤    

( ]ba,  { }bxax ≤<:    

( )∞,a  { }axx >:    

[ )∞,a  { }axx ≥:    

( )b,∞−  { }bxx <:    

( ]b,∞−  { }bxx ≤:    

( )∞∞− ,  { }∞<<−∞ xx
R

:
    

  ( أو   )  ≡ مفتوحة ≡oالنقطة المجوفة   : الفترات ) 1(جدول 
  [  أو ]    ≡  مغلقة ≡ •النقطة المغلقة                        

   
  ) 1 (مثال

  .حل المتباينات الآتية ثم وضح بيان الحل 

1)       أ
5
23

<
− xب                               (

26
11

13
23

≥
+x  

1)   جـ
2
345 <

−
≤−

xد                          (xx 5142 >−  

 

• ] • 
 

[ 

a 

°• 
 a 
 ° ] • 

 
°( 
a 

°) 

) °( 
b 

°

] b • 
 

[ • 
 b 

a 

a [ 

b 

b 
b 

a 

( 
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  الحل

1)          أ
5
23

<
− x  

  ،)5(بالضرب في 
               523 <− x 

  ) 3(اطرح 
               22 <− x  

  )2(اقسم على 
               2<− x  

   إذن ،فتصبح علامة  التباين) - 1(اضرب في 
               2−>x  

:2مجموعة الحل هي  −>xx، هي الفترة ( )∞− ,2  
  )2(وبيان الحل هو شكل 

  
  )2(شكل 
  

)           ب
26
11

13
23

≥
+x  

  26إضرب في 
               1146 ≥+x  

   ،4إطرح 
               76 ≥x  

   6ى إقسم عل

 0 2-  
O 
( 
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6
7  

0 1-  
• 
[ 

               
6
7

≥x  

مجموعة الحل هي 
6
7: ≥xx، هي الفترة 





 ∞,
6
7   

  

   )3(وبيان الحل هو شكل 
  
  

  )3(شكل 
  

1             ) جـ
2
345 <

−
≤−

x  

  2إضرب في 
                 23410 <−≤− x  

  4إطرح 
                 2314 −<−≤− x  

   واعكس علامتى التابين،-3إقسم على 

                 
3
2

3
14

>≥ x  

  وهذه تكافىء المتابينة

                 
3

14
3
2

≤< x  

مجموعة الحل هي






 ≤<

3
14

3
2: xx    أو هي الفترة







3
14,

3
2      

  )4(وبيان الحل هو شكل 
  

  
  )4(شكل 

0        1     2      3     4          5      6      7      8 ° • 
 3
2  

3
14  
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+   +   + ° 
+  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +   °  - - - - - - 

- - -  -  -  -  - - - - - -  -  -  -  - -  

- - -  -  -  -  - - - - - -  ° 
 

°  +  +  +  +  +  +  + +   +  + 

° 2-  0 ° 
° 

( )7−x  

( )2+x  

( )( )72 −+ xx  
2-  ) ( 

M 
M 

7    6   5  4   3  2   1  1-   2-   3-  4-   5-  
  

xx)         د 5142 >−  
  x5إطرح 

          01452 >−− xx  
  حلل لعوامل الدرجة الأولى

          ( )( ) 027 >+− xx  
  كما هو موضح في x+2  و x−7نفحص بعد ذلك إشارتي العاملين 

  )5(شكل 
  
  
  
  
  
  

  )5(شكل 
  

} إذن مجموعة الحل هي }72: >−< xorxx هو اتحاد الفترتين أو 

( ) ( )∞∪−∞− ,72,  
  

  )2(مثال
  حل المتباينة ووضح بيانها

)   أ
3

4
2

3
+

≤
+ x

x
x

  

)  ب
4
25

1
2 2

<







−x
x  
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  الحل

)  أ
3

4
2

3
+

≤
+ x

x
x

  

إطرح   
3

4
+x
x    ،  

                     0
3

4
2

3
≤

+
−

+ x
x

x
   

  وحد المقام

                    ( ) ( )
( )( ) 0

32
2433

≤
++

+−+
xx

xxx  

  ،إختصر

                   ( )( ) 0
32

8493 2
≤

++
−−+

xx
xxx  

                   ( )( ) 0
32

954 2
≤

++
+−−

xx
xx  

)اضرب في     مع عكس إشارة التباين−1(

                  ( )( ) 0
32
954 2

≥
++
−+

xx
xx  

  حلل إلى عوامل الدرجة الأولى

                 ( )( )
( )( ) 0

32
941

≥
++
+−

xx
xx      

  )6شكل ( افحص إشارة كل عامل في البسط والمقام 
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 )6(شكل 

  
 ،x≠−2حص إشارة عوامل المقام أخذنا في الاعتبار أن يلاحظ أنه عند ف

3−≠x لذلك استعملنا النقط الجوفاء مع عوامل المقام رغم أن إشارة 
  = .المتباين تحتوي أو 

  عوامل تكون موجبة عندما تكون كل العوامل4بعد ذلك عملية ضرب أو قسمة 
وتكون العملية . لها سالبة أو اثنان موجبان واثنان سالبان الأربعة موجبة أو ك

  .سالبة لغير ذلك 
   ،صفر وبذلك نجد أن مجموعة الحل هي= اً أو موجبإذن بحثنا أين يكون الكسر 

            { }1: ≥xx       أو     






 −<≤− 2

4
9: xx    

  وفترة الحل هي 
                  [ ) [ )∞−   ,  12  ,  4

9 U  

)               ب
4
25

1
2 2

≤







−x
x  

  ،بأخذ الجذر التربيعي مع الأخذ في الاعتبار أن

+ + + + + + + + + + + + • 

 -  -  -  •  + + + + + + + + + + + + + + + + + + 
- - - - -  °  + + + + + + + + + + + + + + + + + + 

- -  -  -  - - - -  

- - -  °  + + + + + + + + + + + + + + + + + + +

° • ° • + 
) -(  )-(  + + + + + + + + 

( )1−x  

( )94 +x  

( )2+x  

( )3+x  
 

+ 

-3 

-2 

-94 

1 

                     4       3       2       1      0     1-   2-     3-     

( )( )
( )( )32

941
++
+−

xx
xx  
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         aaa =±=2  
  ،نجد أن

         
2
5

1
2

≤
−x
x  

  إذن

         
2
5

1
2

2
5

≤
−

≤−
x

x  

  ،نويستحسن هنا تحويلها إلى متباينتان أنيتا

        
2
5

1
2

≤
−x
x     و     

2
5

1
2

−≥
−x
x  

 بطرح ،المتباينة الأولى
2
5  

                      0
2
5

1
2

≤−
−x
x  

                     ( )
( ) 0

12
154

≤
−

−−
x

xx  

                    ( ) 0
12
5

≤
−
+−

x
x  

  ، مع تغيير علامة التباين-2في أضرب 

                    0
1
5

≥
−
−

x
x  

   )7شكل  (،x=1 البسط والمقام مع حذف  إشارتيونفحص 

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 9:28 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 21 

  
  )7(شكل 
  

)إذن فترة الحل هي  ) [ )∞∞− ,51, U  
  ، الثانيةينةابالمت

               0
2
5

1
2

≥+
−x
x  

              ( )
( ) 0

12
154

≥
−

−+
x

xx  

                    ( ) 0
12
59

≥
−
−

x
x  

   )8شكل  ( ، البسط والمقام مع حذف إشارتيوفحص 

  
  )8(شكل 
  

)إذن فترة الحل هي ) [ )∞∞− ,195, U  
  حل الذي يحقق المتباينتان الأولى والثانية آنيا هو تقاطع الحلين أيوال

            ( ) [ ) ( ] ( )∞∞−∞∞− ,195,,51, UIU  

- - - - - - - - • 
° 

+  +  +   +  + 
 - - - -  +  +  +  +  +  +  +  +  + 

° 
- + + 

 • 

5 
( )5−x  

- - - - - - - -  • 
° 
+  +  +  +  +  +  + 

- - - - - - - - -  +  +  +  +  +  + 95  

° • - + + 
 

59 −x  

( )1−x  
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         أي( ] [ )∞∞− ,595, U  
  ،وبذلك يمكن كتابة مجموعة الحل

           }∞<≤ x5 أو  { 95: ≤<−∞ xx  
  

  .برسم نتيجتي بياني المتباينتين  ) 9شكل  ( ويمكن استنباط الحل بيانياً

  
  )9(شكل 
 

  )3(مثال 
  حل المتباينات

13   -    أ <−x  453  -ب ≥−x  
032  - جـ >− xx   02   - د <−x  

432  -هـ ≥− xx   212  - و −>+x  
  الحل

13 )        أ <−x  
131إذن        <−<− x    

  ،3إجمع 
          42 << x  

1 
• 

• • 

• 

° 

° 
95  

95  5  

5  
 المتباينة الأولى

 المتباينة  الثانية

 الحل
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}مجموعة الحل    }42: << xx أو هو الفترة  ( )4,2  
  )9(وبيانها شكل 

  
  

  

  )9(شكل 
  

443    )     ب ≥−x  
443إذن،     ≥−x443   أو −<−x  
  ،4أضف 

         83 ≥x  03  أو ≤x  

         
3
8

≥x   ،0  أ≤x  

 ،مجموعة الحل


≥

3
8x أو { 0: ≤xx  

}أو هي            }0:
3
8: ≤







 ≥ xxxx U  

)وفترة الحل هي    ] 




 ∞∞− ,
3
80, U  

  )10(وبيان الحل بشكل 
  

  
  )10(شكل 

  
032)        جـ >− xx  

  Rعة الحل هي  الحقيقية إذن مجموxالقيمة المطلقة موجبة دائماً مهما كانت 

° ° 
5   4    3    2     1    0    1-     2-     3-  

• ° 
5     4    3     2    1    0    1-     2-     3-  3

8  
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02)              د <−x  
 الحقيقية إذن مجموعة xيمكن أن تكون سالبة مهما كانت  القيمة المطلقة لا

  )المجموعة الخالية  ( φالحل هي 
432)          هـ ≥− xx  

432إذن                  ≥− xx     432    أو −≤− xx  
                0432 ≥−− xx    0432    أو ≤+− xx  

0432 ، المعادلةيجذر =−− xxهما    

                4,1
2

1693
−=

+±
=x  

0432   ،أما المعادلة =+− xx  
716942مميزها          −=−=− acb  

0432وجذريها تخيليان لذلك فإن المقدار  =+− xx  
 اه موجب دائماً ولذلك فإن المتباينة اليسرى  ليس لأي  2xيحمل دائماً إشارة 

   .φحل حقيقي بمعنى أم مجموعة حلها هي 
0432أما المتباينة اليمنى     ≥−− xx  
                      ( )( ) 041 ≥−+ xx   

}  أو x≤4{فإن مجموعة الحل هي  1: −≤xx  
}أو يكتب        } { }1:4: −≤≥ xxxx U  
)أو الفترة        ] [ )∞−∞− ,41, U  

  )11(والبيان في شكل 
  

  
  )11(شكل 

• 

6     5      4       3     2    1    0      1-     2-     3-   

• 
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  )1-1(تمارين 
  

  إختصر المقدار) 1

))    أ( ) 423 )) ب(  −− )28 )  جـ(       −−
2
2

−
−

x
x  

35)    د( 22 )هـ           (− )    و(        −
2
1

3
1

−  

25)   ز(   x<3    و x−3)         ح             (−
  x≤−7    وx+7)        ك             (π−3)   ط(
  
  لى صورة فترة ومثله بيانياًحل المتباينة وأوجد مجموعة الحل ع) 2
  

213) أ( ≥−x    )14) ب <− x      )7352 )جـ −<+ xx  
358) د( +>− xx    )7) هـ

5
323 <

−
≤

x    )062)  و <−− xx  

0) ز(
3

142 ≤
+

<−
x)  0342) ح ≥++ xx  )0932)  ط >+− xx  

2522)  ك( >−− xx) 41742) ل ≤−− xx) م (( ) 532 ≥+xx  

))  ن( ) 413 ≤−xx  )2) س
32

1
>

−
+

x
x     )4) ي

53
2

≤
+
−

x
x  

  
  أوجد فترة حل المتباينة) 3

)    أ(
1

3
2

1
+

≥
− xx

 ) ب(   
5

2
32

2
−

≤
+ xx

         

23)  جـ( <+x  )3.04  ) د ≤−x  
452)  هـ( <+x                   )573 )  و ≥−x  
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   :الآتيةحل المتباينة ) 4
  

)       أ(
2
1

5
27

5
1

<
−

<−
x  )31)   ب

≥
x

       

)    جـ(
4
1

1

2
≥








+x
x  )312)    د >−x  

0112)    هـ( ≥− xx                 )012)   و <−+ xx  
  

  :حل المتباينات ) 5
  

23221)      أ( >−+ x  )12)  ب +≥− xx  
12  ) جـ( +≥− xx  )12)   د +≤− xx  
12)   هـ( +≥− xx   )1)   و

1
1

>
−
+

x
x    

6.1)    ز(
5

50
≤

−H حيث     :( )i  50>H . ( )ii   50<H  .  
  

   أطلقت قذيفة من سطح الأرض )6
   .α تميل على الأفقي بزاوية u بسرعة 

  )12شكل  ( ،المسار  فتحركت على
   

α
α 22 cos2

tan
u

gxxy −=  
   .Hفكان أقصى ارتفاع لها هو 

         استعمل المتباينة           )أ
        Hy   6تمرين ) : 12(                                  شكل ≥

  

  . عجلة الجاذبية مقداراً ثابتاً g باعتبار H،u، α العلاقة بين لإيجاد    
   .2H التي تكون القذيفة عندها على ارتفاع أكبر من x أوجد قيم )ب

α  

H  

y  

x  
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  حل المتباينات) 7
22)     أ( +> xx  )2)   ب+> xx  
<+2)  جـ( xx   )2)    د+> xx  
)  هـ(

3
103

3
≤+

x
x   )2 )   و

1
<

−x
x  

11)    ز( ≥−+ xx   )423)   ح ≤−+− xx  
  
<<<0 ، أعداد حقيقية موجبة a، b، cإذا كانت ) 8 bac، أثبت أن 

cbxaxمجموعة الحل للمتباينة     <−+−  
            ،هي الفترة

                       





 ++−+

2
,

2
cbacba  

  
cxx أثبت أن المقدار )9 ] ثابت في الفترة +− ]c,0.   
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  الدوال: 2-1بند 
تأثير فطالما درسنا . من التعريفات الأساسية الهامة في الحسبان هو الدالة 

مثل تأثير تغيير سرعة الرياح . تغير كمية معينة على كمية متغيرة أخرى 
على درجة حرارة الجو أو تأثير مقياس النبض على مقياس ضغط الدم وهكذا 

فإذا كان تغيير . هذا إذا كانت الكمية الثانية تعتمد فعلاً على الكمية الأولى . 
 لإعطاء x  فإننا نستطيع توظيف الكمية y في كمية  يتبعه تغييرxكمية 

    .yمعلومات عن 
   .y تدل على x بمعنى أن x دالة في yونقول أن  

  الدالة: تعريف 
 x هي تناظر يعين، لكل عنصر B إلى مجموعة A من مجموعة fدالة "

  ."B في المجموعة y، عنصراً وحيداً Aفي المجموعة 
  
  
  
  
  
  
  
  

  )13(شكل 
  

) ويرمز له x عند f هو قيمة B في yالعنصر  )xf" xoff " ،أ
 هي النطاق المساعد B هي نطاق الدالة والمجموعة Aالمجموعة ". xدالة "

1x  

2x  3x  

4x  • 
• • 

• • 
• 

• 

( ) ( )31 xfxfy ==  

( )22 xfy =  
( )44 xfy =  

B  A 
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 التي ،B من النطاق المساعد ، فهو المجموعة الجزئيةf أما مدى ،fللدالة 
) للدالة تتكون من القيم الممكنة )xfالمناظرة لقيم x في  A.  

 ، حيث مثلنا المجموعتين)13(أحياناً ما نصف الدوال برسم كالموضح في شكل 
A، Bبنقط داخل منطقتين في المستوى .  

)س المنحنية فتوضح أن العناصر أما الأقوا )1xf ،( )2xf، ( )3xf 
)و )4xf في B 1 تناظر العناصرx، 2x، 3x 4 وx على الترتيب في 

A .يجب أن نتذكر دائماً أن لكل عنصرx في A عنصر واحد فقط يناظره 
( )xf في B . قد يحدث أن عنصرين مختلفين فيA 3 مثلx,1x لهما 

)نفس قيمة الدالة ) ( ) 131 yxfxf   .B في ،==
  الدالة الأحادية: تعريف 

)إذا كان "  لواحد–واحد " دالة أحادية أو fنقول أن  ) ( )yfxf  طالما ≠
yxأن  ≠.   

) لأن ،ليست أحادية) 13(الدالة الموضحة في شكل  ) ( )31 xfxf  بينما =
31 xx ≠.   

) عنصراً وحيداً A في xالدالة الأحادية تعين كل عنصر  )xf في B 
)والعكس كل عنصر  )xf في y ًيناظره عنصراً وحيدا x في A.  

)يجاد  بكتابة تعبير جبري أو قاعدة لإfنعرف دالة عادة ما )xf مثل 
( ) 32 += xxf ،أ ( ) 23 −= xxf . أو نقول أن( )xf هي 
) أ، xضعف مربع  )xf و 5 هي الجذر التربيع للفرق بين العدد x .

  .وهكذا
)إذا أعطينا : فمثلاً  ) 2−= xxf، ونعلم أن يفترض أن يكون مجموعة 

)العناصر الحقيقية التي تحقق شرط البقاء على  )xfإذن ، حقيقية 
02 ≥−x 2 تعطي≥x ونستنتج أن النطاق هنا هو الفترة [  فإذا ،2,∞(
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)رمزنا لنطاق  )xfبالرمز fD ( )fofDomain،فإن  [ )∞= ,2fD.  
 fول أن نق ) fD ∈ x أيfD )  تنتمي إلى xويجب تذكر أن إذا كان 

)  أو أن xمعرفة عند  )xf موجودة .  
   c معرفة على f هي مجموعة جزئية من النطاق فلابد أن cإذا كانت 

)فمثلاً في حالة  ) 2−= xxf، [ )∞= ,2fD فإن f معرفة في 
[ )∞= ,2A وفي ( )5,21 =S   ،أ   ( )∞= ,42S وهكذا لأن كل من 

1S، 2S مجموعتان جزئيتان من A.  
 أ، f ليست في نطاق  x فيعني أن x غير معرفة عند fأما مصطلح 

fDx∉.  
) ،x=1فمثلاً عندما  ) 11 −=f عدد غير حقيقي ونقول أن  وهو( )1f 

   .fDتنتمي إلى   لاx=1غير معرفة لأن 
  

  ) 1(مثال 

)            إذا كانت         )
1

3
+
−

=
x

xxf  

           fDأوجد          ) أ
)أوجد ) ب )6−f، ( )2f، ( )3+xf، ( )1−xf  
  الحل

) يجب أن تكون ،fDلإيجاد ) أ )xf عدد حقيقي معرف وهذا يحدث فقط 
   صفر يساوي والمقام لاأو يساوي صفر إذا كان، المقدار تحت الجذر موجباً 

01           ي       أ ≠+x، 03 ≥− x  
                                    3−≥− x  

                    1−≠x 3≤x  
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)         إذن ) ( ]3,11, −−∞−= UfD  
  

))            ب( ) ( )
5
3

5
9

16
636 −=

−
=

+−
−−

=−f  

                                 ( )
3
1

12
232 =

+
−

=f  

                  ( ) ( )
412

333
+
−

+
+

+−
=+

x
xxxf  

fDx∈ ،   fDxيلاحظ أن               (  ∈+ 3  
∋−3تؤدي إلى أن             fDx  

أي                  ( ) ( ) ( ]0,44,3 −−∞−=+ UxfD  
أن نطاق هذه الدالةأي ، ( )3+xf، هي جميع الأعداد الحقيقية السالبة ماعدا 
4−=x،قد نكتبها ، { }4−−R(    

              ( ) ( )
x

x
x

xxf −
+

+−
−−

=−
4

11
131  

  ونطاق هذه الدالة هو ( 
                                ( ) 11 +=− fxf DD  

                        ( ) ( ) ( ]4,11,1 U∞−=−xfD(    
  

   difference quotientخارج قسمة الفرق : تعريف 
   دالة معلومة فإن خارج قسمة الفرق يعرف fإذا كانت 
  على النحو

                            ( ) ( ) 0, ≠
−+ h

h
xfhxf   

)وسوف نرمز له بالترميز  )hxf    .h و x لأنه سيكون دالة في كل من ,
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  )2(مثال 
)أوجد خارج قسمة الفرق  )hxf   . للدوال الآتية في أبسط صورة ,

))  أ ) 2xxf ))       ب  = ) xxxf 62 ))  جـ    =+ )
x

xf 1
=  

  الحل

)                             )أ ) ( )
h

xhxhxf
22

, −+
=  

                       
h

xhhxx 222 2 −++
=  

                        hx
h

hhx
+=

+
= 22 2

  

  )ب

( ) ( ) ( )
h

xhx
h

xhxhxf −+
+

−+
= 6,

22
  

        62 ++= hx        
  

       ( )

( )
( )

h
hxx
hxx

h
xhxhxf +

+−

=
−

+=

11

,  

                         ( ) hxxhxhx
h

+

−
=

+
−

= 2
1   

  
)استعملنا أنه إذا كان ) ب(نلاحظ أنه في (  ) ( ) ( )xfxfxf 21  ، فإن=+

( ) ( ) ( )hxfhxfhxf ,,, 21   ). ذلك إثبات القارئ على =+
دالة معلومة فمن الممكن استخدام الرسم لتوضيح التغيير في قيمة  fإذا كانت

  .fD خلال xالدالة كلما تغيرت 
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) هو بيان المعادلة fD بنطاق fوبيان الدالة  )xfy . D في x  لقيم =
)ويقصد بالبيان مجموعة النقط  )( )xfx,، حيث fDx∈ .  والعكس إذا

)كانت نقطة مثل  )bap هو قيمة  b أيy  الإحداثي تقع على البيان فإن ,
)الدالة  )af .  14(وشكل (يصور بيانf ويوضح النطاق والمدى ) عادة

في هذا الشكل يتضح  ") . fR " Range of f بالرمز fنرمز لمدى الدالة 
في أمثلة أخرى قد يكونا مفتوحتان أو لا .  فترتان مغلقتان fD، fRأن 

  .نهائيتان أو غير ذلك من مجموعات الأعداد الحقيقية 
  
  
  
  
  
  
  
  

  

   )14( شكل 
  

)فإذا اعتبرنا الدالة  ) 2−= xxf2 نجد أن ، كمثال−= xy  
 ،[ )∞= ,2fD ولإيجاد fR نجد أن y موجبة دائماً كذلك بكتابة 
22 yx    .yيوجد قيود أخرى على   نجد أنه لا،=+

] ، حقيقية موجبةyلذلك فإن  )∞= ,0fR يوضح منطقة ) 15(  وشكل
) ،يوضح البيان) 16(شكل . جود بيان الدالة و )fgr.   

( )afb =  fR  

fD  x  

y  

b  

( )xfy =  

• 

• 

• 
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  )15(شكل 
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  

  )16(شكل 
  

( )fgr  

x

y

• 

2−= xy  

• • • 

[ )∞= ,0fR  

[ )∞= ,2fD  

x

y

• 

 منطقة وجود
 بيان الدالة

5     4     3     2      1  
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)وحيث أن  )xf تظل معرفة في أية نطاق جزئ S من fD فإننا نستطيع 
  بيان الدوال 

                { }53:1 <<=∈ xxSx   ،     ( ) 21 −= xxf  
}     و    }6,5,4,3,22 =∈ Sx     ،      ( ) 22 −= xxf     

]     و     )∞=∈ ,53Sx           ،      ( ) 23 −= xxf     

) تبين     19 ،18 ،17والأشكال  )1fgr،( )2fgr، ( )3fgr وقد 
)استعملنا الترميز  )fgr بمعنى بيان الدالة ( )ffgraph   

  
  
  
  
  
  
  

) ) :17(شكل  )1fgr  
  
  
  
  
  
  
  

)) : 18(شكل  )2fgr  

8      7      6       5       4       3        2       1  

y  

x  

° 
° 

( ) ( )3,15,3
11

== ff RD  

8      7      6       5       4       3        2       1  

y  

x  

• 

{ } { }2,3,2,1,06,5,4,3,2
22

== ff RD  

• 
• 

• 

• 
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)) : 19(شكل  )3fgr  
  

  ،ويمكن كتابة بيانات الدوال السابقة على الصورة
( ) ( ){ }2,2:, ≥−== xxyyxfgr  
( ) ( ){ }53,2:,1 <<−== xxyyxfgr  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2,6,3,5,2,4,1,3,0,22 =fgr  
( ) ( ){ }5,2:,3 ≥−== xxyyxfgr  

)وعموماً بما أنه يوجد قيمة واحدة فقط  )af لكل a فإنه يوجد  في النطاق
)نقطة واحدة فقط  )fgr لها إحداثي −x يساوي a.   

)من ثم كل خط رأسي يقطع المنحنى  )fgr في نقطة واحدة فقط وتبعاً لذلك 
)فإن  )fgrرة أو قطع مخروطي ناقص أو يمكن أن يكون صورة مثل دائ  لا

زايد حيث من الممكن أن يقطع الخط الرأسي مثل هذه المنحنيات في أكثر من 
  .نقطة 

)ومن الجدير التأكيد عليه أن تقاطع البيان  )fgr مع محور x 
( )erceptsx int− هي جذور المعادلة ( ) 0=xf.   

)بينما تقاطع  . fوهذه الجذور تسمى أصفار الدالة  )fgr مع المحور y 

8      7      6       5       4       3        2       1  

y  

x  

• 

[ )
[ )∞=

∞=

,3

,5

3

3

f

f

R
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)هو  )0f،يكون  كذلك قد يكون للدالة أصفاراً أو قد لا.  وحيد القيمة إن وجد
)إذا كان  )fgrيقطع المحور   لاx.   

)مثل تماثل . بعض الدوال تعطي بيانات فيها بعض من التماثل  )fgr 
  :يلي  من بين هذه الداول ما. بالنسبة لخط معين أو نقطة معينة 

   even functionsالزوجية  والالد) 1
) الشرط  تحققfالدالة الزوجية  ) ( )xfxf  fD في النطاق x لكل −=

)وبذلك يكون  )fgr متماثلاً بالنسبة لمحور y .   

2x،4x،...mx2، 2 ،1 ،ومن الدوال الزوجية
1
x

، 4
1
x

،... ،mx2
1، x، 

xcos، xsec، ( )[ ] mxg ) ،m=2,1,0... حيث 2 )xgالة حقيقية أي د.  
يوضح بيان الدالة الزوجية عموماً وبعض دوال الزوجية ) 19(وشكل 
  .معروفة
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 )19(شكل 

• • ( )4,x−
 

( )4,x
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( ) ( )xfxf =−=
 

[ )∞=

=

,0f

f

R

RD

 

,...2,1, =m
 

x

y

)ب(  

( ) mxxf 2=

( )
[ )∞=

∞∞−=

,0

,

f

f

R

D

 

,...2,1,
,...2,1,

=
=

n
m

 
x

y

)د(  

( ) 12
2

+= n
m

xxf
 

( ) ( )
( )∞=
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( ) mxxf 2−=
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 x
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( ) xxf =
 ( )

[ ]1,1
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−=

∞∞−=

f
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R

D

 
x
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)و(  

( ) xxf cos=
 1 

2
π

−

 
2
π

 1-  

1-  

1 
2π−

 

( ) xxf sec=
 







 −−=

2
3,2,

2
... πππRDf

 

23π−

 
π− π 23π

 

2π−
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)ز(  
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   odd functionsالفردية وال  الد-2
)الدالة الفردية تحقق الشرط    ) ( )xfxf   في نطاقهاx  لكل−=−

fD وبذلك يكون( )( )xfgr متماثلاً بالنسبة لنقطة الأصل .  
x، 3x، 5x،... ، xومن الدوال الفردية 

1، 
3

1
x

،........ ، xsin، 
ecxcos، xtan، xcot يصور بيان الدالة الفردية بصفة  ) 20(  وشكل

  .عامة وبيانات بعض الدوال الفردية المعروفة 
 ،ويجب تذكر أن معظم الدوال المستخدمة في الحسبان ليست زوجية ولا فردية

يمها إلى مجموع دالتين أحدهما زوجية والأخرى  دالة يمكن تقسأيولكن 
.  للدوال الزوجية والدوال الزوجيةكذلك يجب تذكر الخواص التالية. فردية

)فإذا كانت  )xEvدالة زوجية ، ( )xodدالة فردية فإن ،  
1     (( ) ( )xEvxEv 12   .      هي دالة زوجية .
2    ( ( ) ( )xodxod 12   .      هي دالة زوجية .
3     (( ) ( )xEvxod   .         هي دالة فردية .

  

4    (( )
( )xEv
xEv

2

1، ( )
( )xod
xod

2

  .       دوال زوجية 1
  

5     (( )
( )xod
xEv     أو   ( )

( )xEv
xod1 دوال فردية  .  

  

6   (( )[ ] ( )xEv
v xE ، ( )[ ] ( )xod

v xE ، ( )[ ] ( )xEvxodدوال زوجية   .  
  

7     (( )[ ] ( )xodxodدالة فردية             .  
xx :وعلى ذلك فالدوال الآتية زوجية cos2 ،  xx sin3  ،  

14

2

+x
x   ،  

x
xsin   ، 

2
sec
x

x  ،  ( )4cos x، ( )342 xx + ، ( )23 xx    لماذا ؟،−

xx :والدوال الآتية فردية tan2، 
x

x
sin

12 +، 2
cot
x

x، ( )3sin x،لماذا ؟    
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  )20(شكل 
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RRRD ff =
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)أما الدالة  ) xxf ) والدالة = ) mxxf 2
1

=، ,...2,1=m فهي ليست 
  )21(ويوضح بيانها شكل . فردية  زوجية ولا

  
  
  
  
  
  
  
  

  )21(شكل 
  

   piecewise functionsالدوال المتقطعة 
الدوال المعطاة بأكثر من تعبير جبري بالدوال المتقطعة حيث يعطى تعرف 

  .فترة جزئية من نطاقها بشكل مختلفشكل التعبير الجبري الممثل لها في كل 
  

  )3(مثال 
  وضح بيان الدالة  المعرفة على النحو التالي

         
2

20
0

≥
<≤

<

x
x

x

   
,
,
,

    ( )






 +

=
1

32
2x

x

xf  

  .واكتب النطاق والمدى 
   )22انظر شكل ( الحل 

( ) xxf =
 

( ]
[ )∞=

∞=

,0

,0

f

f

R

D

0 x

y
( ) xxf 6

=
 

[ )
( ]∞=

∞=

,0

,0
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f
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)ويتضح من الرسم أن  )∞∞−= ,fD    ،    ( )4,∞−=fR       
) تكون  x>0فعندما  ) 32 += xxf وبيان   fهو جزء من المستقيم    

  

  
  )22(شكل 

  

32 += xy الدائرة المفتوحة توضح أن النقطة . )22( كما بشكل( )3,0 
  .ليست على البيان

20وعندما  <≤ x تكون  ( ) 2xxf  هو جزء من القطع f وبيان =
  ئ فالمكا

 2xy ) والنقطة =   . ليست من البيان 4,2(
 دائماً، والبيان هو جزء من 1 تكون جميع القيم هي x≤2وأخيراً عندما 

)مستقيم أفقي يسمى نصف مستقيم بنقطة نهاية   ويلاحظ في هذا المثال 1,2(
  . هي دالة بيانها يتكون من عدة قطع غير متصلة fأن 

   Greatest integer functionدالة الصحيح الأعظم 
) ،دالة الصحيح الأعظم تعرف على النحو ) [ ]xxf ] حيث = ]x هو أكبر 

 فإن   ،x بنقط على محور Rفإذا مثلنا . عدد صحيح أصغر من أو يساوي  
  ،فمثلاً.  أو منطبق عليها xهي أول عدد صحيح إلى يسار 

 

1-       2-       3-        4-  

y  

x  4        3         2         1  
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  [ ] 05.0 =   ،    [ ] 131.1 =    ،   [ ] 311 =   ، [ ] 005 =  
[ ] 33 −=−  ،   [ ] 48.3 −=−  ، [ ] 35 −=−    ، [ ] 15.0 −=−   

  [ ] 1sin =x  ،  0
3
1

=



   ،    1

7
2

−=



−    ، ......  وهكذا.  

] ،xتوضح بيانياً مواضع ) 23(وشكل  ]x لكل القيم السابقة على خط 
  .الأعداد الحقيقية

  
 )23(شكل 

)فهو يوضح بيان الدالة ) 24(أما شكل  ) [ ]xxf =.   
  ،وقد استعنا بالجدول الآتي

  

[ ]x     قيمx  
  M  

2-  12 −<≤− x  
1-  01 <≤− x  

0  10 <≤ x  
1  21 <≤ x  
2  32 <≤ x  
3  43 <≤ x  
  M  

 

5 11 

31  

1.31 0.5 0.5-  5−  
3-  3.8-  

72−  

• • 
 

• 
 

• 
 

• • 
 

• 
 

• 
5       4     3        2      1       0  1-      2-         3-         4-  
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 فإن الجزء المناظر من بيان ،صحيحين متتاليين بين عددين xفكلما كانت 
]الدالة يكون قطعة من مستقيم أفقي ويمكن تلخيص تعريف  ]x على النحو   

≥>+1جل لأ nxn تكون [ ] nx  عدد صحيح موجب أو n  حيث ، =
  .سالب

]والعكس إذا كانت  ] nx ≥>+1 فإن = nxn  فإذا كانت  [ ] 2=x 
32 يتبع ذلك أن ،مثلاً <≤ x.   

 
   )24( شكل 

  
  ) 4(مثال 

   1- = [x2 - 2x ]  حل المعادلة 
  الحل
      [ x2 - 2x] = -1   
021      إذن 2 <−≤− xx  

• 
 

1-  
 
2-  

 
3-  

 
4-  

 

• ° 
° 

° 
° 

° 
° 

° 
° 

° 

• 
 

• 
 

• 
 

• 

• 

• 

• 
 

4 
 
3 
 
2 
 
1 

5         4        3        2         1  1-        2-        3-       4-       5-  x  
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  ، لكل طرف1أضف 
                            1120 2 <+−≤ xx  
                            ( ) 110 2 <−≤ x   

            ( ) 11 2 <−x        ،          و( ) 01 2 ≥−x  
            11 <−x           ،          01و ≥−x  
            111 <−<− x       ،          وRx∈     
           20 << x             ∴  الجواب هو  ( )2,0∈x  

  
  :)5(مثال 

]           ،اينة         حل المتب ] 31 <≤− x  
  الحل

                                  [ ] 31 <≤− x  
]ولأن  ]xأعداد صحيحة ،          [ ] 2,1−=∴ x  

                           [ ) [ )3,20,1 U−∈∴ x  
  

  ي رسم المنحنياتاستعمال التحويلات الخطية ف
Use of linear transformations  

) إذا كنا نعلم بيان  )xfy  يصبح من السهل توضيح بيانات الدوال الناشئة =
)عن تحويلات خطية للدالة  )xf والتمدد والانضغاط أو الانكماشالإزاحة مثل .  

   Shiftالإزاحة : أولاً 
   Vertical Shifts: الرأسية  الإزاحة -أ
) لقيمة الدالة cضافة أو طرح مقدار ثابت موجب إ )xfيسبب إزاحة رأسية . 

 c وطرح ، من الوحداتc لأعلى مسافة f تزيح بيان الدالة cفالإضافة 
  )23(يزيح المنحنى لأسفل كما هو مبين في شكل 
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( ) cxfy +=  

( )xfy =  

( ) cxfy −=  

0>c  

0>c  
0 

 c<0الإزاحة الرأسية  

y  

x  

( )cxfy −=  

( )af  ( )af  
( )af  

0>c  0>c  

( )xfy =  ( )cxfy +=  

ca −  a  ca +  

0>c :الإزاحة الأفقیة    

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )23(شكل 
  
   Horizontal Shifts الأفقية الإزاحة -ب

)البيانان  )( )cxfgr +، ( )( )cxfgr فقيتان لمنحنى أزاحتين إ  هما −
)العلاقة  )xfy  ، على الترتيبc والى اليمين مسافة c اليسار مسافة إلى =

  )24(كما هو واضح في الشكل 
  
  
  
  
  
  
  

  

  )24(شكل 
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   Stretch and compressionالتمديد والانضغاط : ثانياً 
   التمديد والانضغاط الرأسي-أ

 Vertical Stretch and vertical compression  
)لة اإذا ضربنا كل قيمة للد )xf في مقدار ثابت c للحصول على 

( )xcfy  وانضغاط c<1 نكون قد حصلنا على تمديد رأسي إذا كانت =
10رأسي لما  << c 26 (،)25(  كما في شكلي. (  

  

  
  )26(شكل )                              25(                 شكل 

  
  Horizontal Stretch and Compression التمديد والانضغاط الأفقي -ب

البيانان 















c
xfgr، ( )( )cxfgr هما تمديد وانضغاط أفقيان بنسبة  c 

المنحنى الذي معادلته ) 28 (،) 27(على الترتيب كما هو واضح في شكلي 







=

c
xfy، 1>c والمنحنى الذي معادلته ( )cxfy  يمثل انضغاطة =

   حيث اتخذنا المنحنى ،)28 (،)27(كما هو واضح في شكلي  .c<1 ،أفقي
  

( )xfy =  

x  

 c<1 تمديد رأسي

( )xcfy =  

1>c  
0 

y  

( )xfy =  

( )xcfy =  

10 << c  

0 

10انضغاط رأسي  << c 
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  )28(شكل )                     27(                   شكل 
  

( )xfxxy =−= c=2،xxxfy  وتمديده بمقدار،82 4
42

2

−=





= في شكل 

)اتخذنا ) 28(أما في شكل ) 27( ) 322 −−== xxxfyوانضغاطتها بمقدار  
c =2  وحصلنا على( ) 344 2 −−== xxxfy .وذلك على سبيل المثال.  
   Reflectionالانعكاس :ثالثاً 

)بياناً المعادلتين  )xfy =، ( )xfy لآخر عبر ا هما انعكاس أحدهما ب=−
)وبياناً المعادلتين ) 29(شكل  . xالمحور  )xfy =، ( )xfy  هما =−

  ) .30( شكل ،yانعكاس أحدهما للأخر عبر المحور 
  
  

              
  
  
  

  )30(شكل )                       29(                  شكل 

 cانضغاط أفقي بمعامل 







=

c
xfy

 

( )xfy=
 ( )xfy=

 

x
 

( )xfy=
 

 cتمديد أفقي بمعامل 

 

 

 

 ( )xfy = 

( )xfy −= 

x 

y 

 xانعكاس في المحور 

( )xfy = ( )xfy −= 

 yانعكاس في المحور 

x 
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   Polynomial functionكثيرات الحدود 
   كانت على الصورة   إنها كثير حدود إذاfيقال لدالة 

( ) 01
1

1 ... axaxaxaxf n
n

n
n ++++= −

−   
أعداد ...  ، n ، 1−n حقيقية ، أعداد 0a ، 1a ، 2a ،  ... ،naحيث 

 n كثير حدود من الدرجة f  ، فإن na≠0موجبة صحيحة ، وإذا كان 
   ، a≠0وفيما يلي بعض أشكال كثيرات الحدود الخاصة ، 

)،                              مقدار ثابت ودرجتها صفر  ) 0=xf  
) ،                             1 ، درجتها دالة خطية ) baxxf +=  

) ،                     2دالة تربيعية ، درجتها  ) cbxaxxf ++= 2  
) ،               3دالة تكعينية ، درجتها  ) dcxbxaxxf +++= 23   

)دالة من الدرجة الرابعة ،           ) edxcxbxaxxf ++++= 234  
  .وهكذا 

 وشكل الدالة التي درجتها صفر، أي دالة المقدار الثابت هو مستقيم يوازي المحور
x معادلته ،ay   a<0  على حسب كونx أسفل المحور و، ويكون أعلى أ=
  )31(شكل .  نفسهx  فهو المحور y=0  على الترتيب أما a>0أ، 

  

  
  )31(شكل 

( ) axf =  

y
 

0>a  
ay =  

0  

( ) axf −=  y  

0>a  

 0 
ay −=  

x  x  

  ( ) axf =        دالة المقدار الثابت، 
   

( ) axf −=  دالة المقدار الثابت  
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)دالة الدرجة الأولى  ) baxxf baxy يكون بيانها هو المستقيم =+ += 
   )32شكل . ( b جزء طوله yطع من محور  ويقaميله 

  

  
  
  
  
  
  
  

  )32(شكل 
  

)، التربيعية دالة الدرجة الثانية ) cbxaxxf ++=  يكون بيانها هو القطع 2
cbxaxy المكافئ ++=   ويمكن كتابتها على الصورة     . 2

                       





 ++=

a
cx

a
bxay 2  

a
ba

a
bxa

42

22
−+






 +=  

2xyوهي نفس الدالة     أفقياً أزاحتولكن ) ب-19( الموضحة في شكل =
مسافة 

a
b

2
 رأسية مقدارها إزاحة ثم a، مع تمديد بمعامل −

a
ba
4

2
− .   

2xyلاحظ أن رأس القطع ون    هي نقطة الأصل ، أما رأس هذا القطع فهو =

النقطة 
a

ba
a

b
4

,
2

2
−−  

  ) ب-33(، شكل a<0يوضح الشكل العام للدالة التربيعية لما ) أ- 33(شكل 

ور  حيث حدث انعكاس للدالة حول المحa>0لما 
a

bay
4

2
−=.  

 

b 

0>a ( ) baxxf += 

 a<0الدالة الخطیة ، ومیل المستقیم 

0<a 

b 

 a>0الدالة الخطیة ، ومیل المستقیم 

( ) baxxf +=
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• 

طع 
 الق
ور
مح

 رأس القطع  

( )0,0 

a
b
2

− 

a
ba
4

2
− 

0>a 

cbxaxy ++= 2 

y y 

0<a 

x 

2xy= 

2xy= 











−−

a
ba

a
b

4
,

2

2
 

O 

O′ 

 (ب) (أ)

cbxaxy ++= 2 
 

طع 
 الق
ور
مح

 رأس القطع  

( )0,0 

a
b
2

− 

a
ba
4

2
− 

x 










−−

a
ba

a
b

4
,

2

2
 

 

  
  

  
  
  
  
  
  

  )33(شكل 
  

 فيكون على الصورة 3xكذلك الشكل العام للدالة التكعيبية مشابه للدالة 
 ، على الصورة الموضحة a<0إذاك كانت )  أ- 34(الموضحة في شكل 

  .a>0عندما )  ب- 34( في شكل 
  
  
  
  
  
  
  
  

  )34( شكل 
  

dcxbxaxy +++= 23 

3xy = 

 (ب) (أ)

3xy = 

0>a 0<a dcxbxaxy +++= 23 
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  الدالة القياسية والدالة الجبرية 
Rational function and Algebraic function     

وسوف نتعرض فيما بعد . ية هي خارج قسمة دالتي كثير حدودالدالة القياس
أما . لقياسية باستعمال طرق الحسبانلفحص بيانات كثيرات الحدود والدوال ا

دالة يمكن التعبير عنها على شكل مجموع أو فرق أو جداء الدالة الجبرية فهي 
  فمثلاً. أو مقسوم أو أسس قياسية لكثيرات حدود 

                                 ( )
xxx

xxxf
6
32

24

3

++
+−

    دالة قياسية ،=

                  ،( ) ( )
xx

xxxxxf
+

−
=+−=

5

2
3     هي دالة جبرية733

ة واللوغاريتمية ، وأية دالة ليست جبرية تسمى جميع الدوال الأسية ، والمثلثي
بعد دراسة   ، وسوف نرجىء دراستها إلى ماtranscendentalدوال ذكية 

  .طرق الحسبان 
   Composite functionsالدوال التركيبية 

نستخدم في الحساب دوال تركيب من دوال بسيطة بعمل تجميعه  عادة ما
 .دمين العمليات الحسابية والتركيبمعقدة من دوال البسط بطرق عديدة مستخ

gf دالتين، نستطيع تعريف المجموع g وfفإذا كان gf والفرق + − 
  : على النحو التالي gf والمقسوم fgوالجداء 

               ( )( ) ( ) ( )xgxfxgf +=+  
               ( )( ) ( ) ( )xgxfxgf −=−  

                   ( )( ) ( ) ( )xgxfxfg =  

               ( ) ( )
( )xg
xfx

g
f

=






  

gfنطاق  gf أو +  أي الأعداد g و fاقي  هو تقاطع نطfg أو −
  .المشتركة من كل من النطاقين فنكتب 
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                              gfgf DDD I=+  
                              gfgf DDD I=−  

                                gffg DDD I=  
 ماعدا الأعداد التي تجعل g و f يتكون تقاطع نطاقي gfأما نطاق 
( ) 0=xg أى ،                  ( ) 0, ≠= xgDDgfD gf I  
)                 أو نكتب ، ){ }0: =−= xgxDDgfD gf I  

  ): 5(ل مثا
)إذا كان ،  ) xxf −= 2  ،   ( ) 62 −= xxg   

 مع وصف النطاق في g وf، وخارج قسمةأوجد مجموع، والفرق، وجداء
  .كل حالة 
                                   الحــل

{ } { }2:02: ≤=≥−= xxxxD f   
( ]2,∞−=fD  
{ } RRxxDg =∈= :  

( ]2,∞−=gf DD I  
( )( ) ( ]2,,622 ∞−∈−+−=+ xxxxgf             
( )( ) ( ]2,,622 ∞−∈+−−=− xxxxgf  
( )( ) ( ) ( ]2,,622 ∞−∈−−= xxxxfg  

( ) ( ) ( ] { }32,,
62

2
−∞−∈

−
−

=






 x
x

xx
g
f  

)ولكن  ] 32, ∉∞−  
  إذن ، أيضاً ،

( ]2,∞−∈x  
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يب دالتين لتكوين دالة جديدة بعملية تركيبية أي بإيجاد دالة نستطيع أيضاً ترك
f  لناتج الدالة g .دالة  للدالة أي.  

  ) gرة  دائf(  وتقرأ  gof و fogونستعمل لذلك الترميز . أو العكس
   تعرف على النحو،fogحيث الدالة . على الترتيب) f دائرة g(و 

  :بالآتي   تعرف g و f لكل من fogالدالة التركيبية 
( )( ) ( )( )xgfxfog =  

) التي تجعل g من نطاق xهو جميع قيم : fogونطاق  )xg في نطاق f  
( ){ }ffog DxgxD ∈= :  

  ):6(مثال 
)إذا كان   ) 32 −= xxf ،  ( ) ( )xxg −= 1  
  .، مع ذكر نطاق كل منهما    fog) a        ،  gof) bفأوجد  

  الحل
a                                ( ( )( ) ( )( )xgfxfog =  

                            ( )xf −= 1  

                            ( ) 31 2
+−= x   

                            31 −−= x  
                            x−−= 2  

−−xخذنا في الاعتبار النتيجة النهائية أإذا  و  هfog، قد نعتقد أن نطاق 2
R لأن x−− ولكن من . ، ولكن هذا خطأ الحقيقيةx معرفة لجميع قيم 2

)التي تحقق شرط gD في x هو قيم fogDتعريف  )xgإلى  تنتمي fD.  
) في xأي قيم  ) التي تجعل −∞,1[ )xg فتنتمي إلى R . حيث أن( )xg 

) في  xحقيقية لجميع قيم    ،  ينتج أن−∞,1[
                                             ( ]1,∞−=fogD  
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b                                ( ( )( ) ( )( )xfgxgof =  
                             ( )32 −= xg  

                             ( )31 2 −−= x  
                             24 x−=   

) التي تجعل R في xوالنطاق هو جميع قيم  )xf تنتمي إلى (  وعندما −∞,1[
)نقول   )xf  تنتمي إلى ( 32نعني  −∞,1[ −x تقع في ( ]1,∞−أي   

( ]1,32 ∞−∈−x  
132 ≤−x  

42 ≤x  
2≤x  

[ ]2,2−∈x  
  إذن ،

                    [ ]2,2−=gofD  
RDوهو يختلف عن كل من  f =     ، ( ]1,∞−=gD  

  
  ):7(مثال 

29إذا كان   xf −= ، xg += 2  
    fogأوجد نطاق الدالة 

  الحل
  { }09: 2 ≥−= xxD f       إذن    { }9: 2 ≥= xxD f  

   أي  { }3: ≤= xxD f        إذن   [ ]3,3−=fD  
    { }02: ≥+= xxD f       إذن   [ )∞−= ,2gD  
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) التي تجعل gD في x نبحث عن قيم fogD ، لإيجاد )xg في نطاق f 
  أي أن. 

                          [ ]3,32 −∈+ x  
  . موجباً دائماً x+2ولكن 

                            [ ]3,02 ∈+ x  
                            [ ]9,02 ∈+ x  

                          [ ]7,2−∈x  
    ، إذنgDوجميع هذه الفترة تقع في 

                           [ ]7,2−∈fogD  
  يجب ملاحظة أن ، 

                       ( )( ) ( )( )xgfxfog =  
                    ( )xf += 2  

                 ( )x+−= 29   
                        x−= 7  

) هو  x−7إن نطاق الدالة  )  أما نطاق −∞,7[ )( ) xxfog −= 7 
]يختلف عن ذلك فهو  ]7,2−.  

  
  ):8(مثال 

  إذا كان 
                        ( ) 62 −= xxf ،  ( ) xxg =  
                       ( ) 16−= xxh ،   ( ) 162 −= xxw  

   .h ونطاق الدالة fogقارن بين نطاق الدالة ) أ  
) ونطاق الدالة gofقارن بين نطاق الدالة ) ب )xw.   
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  الحــل
1                      (RD f =   ،    [ )∞= ,0gD   ،  RDh =  

] في x هو قيم fogنطاق   أي في f في نطاق x التي تجعل 0,∞(
R .  وحيث أنx دائماً في R   

              ∴         [ )∞= ,0fogD  
  نجد أنه على الرغم من أن ،

                       ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) 162
−=== xxfxgfxfog  

                                        ( )( ) 16−= xxfog  
)أي أن التعبير الجبري لكل من  )( )xfog ، ( )xh 16  هو−x إلا أن  

fogh DD ≠.  
)       )         ب )( ) ( )( )xfgxgof =  

                ( )162 −= xg  
                 162 −= x  

                       ( )xw=  
)ولكن نطاق   )xw هو قيم x التي تجعل  

                           0162 ≥−x  
                                  4≥x  

               ( ] [ )∞−∞−= ,44, UwD  
)تجعل التي  ) Rفي  ( fفي نطاق  x هو قيم gofونطاق  )xf في   
[ )∞,0 أي [ )∞∈− ,0162x   

                         0162 ≥−x  
                             4≥x  

               ( ] [ )∞−∞−= ,44, UgofD  
wgofأي أنه تصادف أن  DD hfogحيث كان ) أ(على خلاف الفترة  = DD ≠  
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  ):9(مثال 
)إذا كان     ) 13 += xxf   ،    ( ) 13

−= xxg أوجد      :  
))       أ( )( )xfog  ،   fogD  
))     ب( )( )xgof   ،   gofD  

  الحــل
))                    أ( )( ) ( )( )xgfxfog =  

                  




 −= 13 xf  

               11
33

+




 −= x  

                       11+−= x  
                                                    x=  

)فإن  ) gنطاق  ( R في xبما أن  )xg في R )  نطاقf (  ونطاق
fog هو   

RD fog =  
  بالمثل ) ب(

                       ( )( ) ( )( )xfgxgof =  
           ( )13 −= xg  

     ( ) 1133
−+= x  

 33
x=  

 x=  

،                                 RDgof =  
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   Inverse functionsالعكسية وال الد
) هي دالة Identity functionالدالة المحايدة    )xw لها خاصية أن 

( ) xxw xy ويقع بيانها على المستقيم wD في x لجميع قيم =  ففي =
  . دوال محايدة fog ، gofكان كل من  ) 9مثال(المثال السابق 

 هي fog ، gof أيf ، g وعلى العموم إذا كان الدالة التركيبية لدالتين 
 ،  f معكوس  gأي أن .  معكوساً لبعضهما f ، gدالة  محايدة فإن 

f معكوس g . أونكتب  
                    ( )xfg 1−=  

 ،                   ( )xgf 1−=  
  وكذلك 

                   ( ) xxgog =−1  
                    ( ) xxfof =−1  

  
)وتمتاز الدالة العكسية  )xf ) للدالة −1 )xf بالخواص التالية :  

) إذا كانت النقطة - 1 )ba,تقع على  ( )( )xfgr فإن النقطة ( )ba, تقع 
)على  )( )xfgr 1−.  

)أن بيانى ) 1( يتبع - 2 )xf و ( )xf xy متماثلان بالنسبة للمستقيم −1 = 
دهما للأخر عبر المستقيم أي أن بياني الدالة ومعكوسها هما انعكاس أح

xy   ) .35(شكل   .=
) أيضاً بما أن وقوع النقطة - 3 )yx, على بيان f يستلزم وقوع النقطة 

( )xy, على بيان ( )xf   : فإن −1
) - أ )xf )أتي من  ت−1 )xf باستبدال x ، y.   

  .fD−1 هو fR وكذلك f ،1−fR−1  هو مدى f،fD أن نطاق -ب
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  ):10(مثال 
)أوجد نطاق الدالة  ) xxf −=   . ومداها 4

)ثم أوجد   )xf ووضح بيانها مع بيان الدالة المحايدة .  مع ذكر نطاقها −1
  .في رسمة واحدة 

  الحــل
 ( ) xxf −= 4  
  { }04: ≥−= xxD f  
        { }4: ≤= xx  
   ( ]4,∞−=fD  

  أما المدى ، فحيث أن الجذر موجب دائماً فإن ،
   [ )∞= ,0fR  

)يجاد لإ )xf    ، نكتب−1
( ) xyxxf −=⇒−= 44  

)ولاجل  )xf    صريحة yأوجد  وx ، y ، استبدل −1
yxyx −=⇒−= 44 2  

24 xy −=⇒  

( ) 21 4 xxf −=⇒ −  
=−1    وبما أن                                                ff DR  

∴  ( ) [ )∞∈−=− ,0,4 21 xxxf         
   .f ، 1−fضح بيان يو) 36(وشكل 
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  ) 36(شكل )                                     35(شكل     
  

 فإن نقطة التقاطع لابد وأن تقع على بيان f ، 1−fإذا تقاطع بياني الدالتين 
xyدة الدالة المحاي =.   

ax لنقطة التقاطع هو xفإذا كان الأحداثي     ، فإن ،=
                                         ( ) ( ) aafaf == −1   

   عند نقطة التقاطع هي حل لأي منxأي أن قيمة 
) معادلتين                          ال ) xxf )  أ، = ) xxf =−1  

  .yوتساوي قيمة 
  

  ):11(مثال 
)إذا كانت   ) 40,16 2 <≤−= xxxf أوجد :  

( )xf )أوجد نقطة تقاطع .  موضحاً نطاقها−1 )xf ،( )xf   . إن وجدت−1
  الحل

                          ( ) 40,16 2 <≤−= xxxf  

( )xfy = 

( )xfy 1−= 

 الدالة العكسية

0 

xy = 

 ( الدالة المحايدة )

y 

x
 

 )10مثال (

4 

( ) 21 4 xxfy −== − 

 0     2     4 

xy = 
y 

x
 

( ) xxfy −== 4 
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                                             [ )4,0=fD  
                                            ( ]16,0=fR  

) ، yبـ  xاستبدل  )xf بـ x    
                                            216 yx −=  

                        xyxy −±=⇒−= 16162  
                          ( ) 16,161 ≤<−=− xoxxf  

  قطة التقاطع ، نضعلايجاد ن
                                                ( ) xxf =  

                                             xx =− 216  
                                            0162 =−+ xx  

 )        fDالقيمة السالبة خارج ( 
2

6411 +±−
=x  

                                          
2

165 −
=x  

نقطة التقاطع هي              






 −−
2

165,
2

165  

−fD ، 1وهي تقع في النطاقين  
fD 

  
  Composite function of another functionدالة الدالة 

   دالتين بحيث ،g و fإذا كان 
                                  ( )xgu ) و  = )ufy =  

) في uإذن بالتعويض عن  )ufy    يؤدي إلى =
                                            ( )( )xgfy =  
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 ، أي يعطيالإجراءولبعض مسائل الحسبان قد يحتاج الأمر لعكس هذا 
( )xhy ) بحيث تكون = )xh هي الشكل التركيبي من ( )xfy = ، 
( )xgu ) بحيث  = ) ( )( )xgfxh =.    

)فمثلاً إذا كانت ،  )72 123 −+= xxy من الممكن تحويلها إلى دالة . فإنه
123تركيبية كأن نفرض ،  2 −+= xxu ونجعل ( ) 7uyug ==  

  

)أي أن         ،             )( )xgouy =  
)         أ،                   )( )xugy =  

  وبالمثل ،
( ) 233233 ,1515 uyxxuxxy =+−=≡+−=  

uyxuxy =−=≡−= ,44 22  

( ) 55
3,2

2
3

u
yxu

x
y =−=≡

−
=  

)فإذا رجعنا إلى . و التمثيل كدالة تركيبة ليس وحيداً  ) 233 15 +−= xxy  
  فإنه من الممكن اتخاذ 

     ( ) 3213 ,15 uyxxu =+−=  

)  أ، ) uyxxu =+−= ,15
213  

   .وهكذا 
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  2-1تمارين 
  

1    (( ) xxxf 34 −−=   ،      ( )
3−

=
x

xxg أوجد    :  

  ( )4f      ،( )8f       ، ( )13f       ،( )4+xf  ،     
  ( )5f  ،   ( )0g    ،  ( )01.3g      ،( )99.2g.   

  
) عددين حقيقيين أوجد في أبسط صورة a ،bإذا كان ) 2 )af ،( )af −،  

( )af− ، ( )baf +  ،  ( ) ( )bfaf + ، ( ) ( )
b

afbaf −+ 

   :b≠0 علماً بأن
)   ) أ    ) 25

−=
a
xxf       ب (( ) xxf 23 −=  

))   جـ ) ( )xbaxxf +−= ) ) د  2 ) 32 +−= xxxf   
)   )هـ ) 732 2 −+= xxxf  و ( ( ) 25 −= xxf  

   .a ، 3=b=2عندما ) و(إلى ) أ(ثم أوجد قيم النواتج من   
  
)  fأوجد نطاق الدالة ) 3 )fD ونطاقها fR.   

)) أ    )
xx

xxf
4
1

3 −
+

)  )ب  = )
5136

12
2 −+

+
=

xx
xxf  

)) جـ )
45

32
2 +−

−
=

xx
xxf     د(          ( )

4
34

2 −
−

=
x

xxf  

))  هـ ) 3+= xxf      و         ( ( ) 12 +−= xxf  

)) ز )
x
x

xf ))            ح          = ) xxf −= 4  
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))  ط ) xxxf ))         ك  =+ )
1

4 2

+
−

=
x

xxf  

) )ل )
1

2
2 ++

−
=

xx
xxf     م           ( ( )

x
xxf 1−

=  

  
  . زوجية أو فردية أو ليست فردية أو زوجية fعين ما إذا كانت الدالة ) 4

))      أ ) xxxf 25 3 )           ) ب   =+ ) xxxf −=  
))       جـ ) 2+= xxf      د(       ( ) ( )33 38 xxxf −=  

))   هـ ) ( )43 38 xxxf )  )و   =− ) 32 24 +−= xxxf  
))  ز ) xxxxf 24 35 ))           ح   =−+ ) ( )1+= xxxf  

))           ط )
1

sin
2 +

=
x

xxxf   ك (             ( )
x

xxf cos
=  

))    ل ) xxxf sec23 2 ))        م     =+ ) xxxf tan+=  

))   ن ) 



 −=

2
1xxf  ي            (( ) [ ]xxxf −=  

  
  fR والمدى fD  وأذكر النطاق fارسم بيان الدالة ) 5

) أ
1
1
1

≥

<

−≤

x
x
x

 
,
,
,

  ( )








+−

+

=
3

2
3

x
x

x

xf    ب(
1

12
2

≥
<<−

−≤

x
x

x

,
,
,

( )








+−
−

−

=
4

3
2

x
x

x

xf  

)  جـ
1
1

−=
−≠

x
x ,

,
( )








+
−

=
2

1
12

x
x

xfد      ( 
3
3

=
≠

x
x ,

,
( )








−
−
−

=
6

3
92

x
x

xf  

))      هـ ) [ ]xxxf )  )و    =− ) xxxf 22 +=  
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))       ز ) 22 −−= xxf   ح  (   ( ) 3+= xxf  

))             ط )
x
xxf )    )         ك= ) 21 xxf −=  

))          ل ) xxf −= )      )م     2 ) xxxf +=  
))        ن ) xxf −= )   )ق   4 ) 21 xxf −=  
))         ي ) [ ]3−= xxf       ر (    ( ) [ ] 3−= xxf  
))           س ) [ ]xxf )      ) ش  =2 ) [ ]xxf 2=  
))       ص ) [ ]2+= xxf  ض (   ( ) 



= xxf

2
1  

))           ع ) [ ]xxf
2
1

)  )  ف  = ) [ ] 2+= xxf 

  
 المذكورة c لقيم fارسم على نفس مستوى الاحدثيات بياني الدالة ) 6

. فقية والرأسية والتمديد والانضغاط زاحة الأأمامها مستخدماً التماثل والإ
  . في كل مرة أذكر النطاق والمدى 

3,1,0)     أ   −=c   ;   ( ) cxxf +=  
3,2,0)   ب   −=c   ;   ( ) cxxf −=  
2,3,0  )جـ   −=c   ; ( ) cxxf += 3  
3,1,0    )د   −=c   ;   ( ) cxxf +−= 29  
2,1,0  )هـ   −=c   ;       ( ) cxxf −= 2  
2,1,0 )   و   −=c   ;     ( ) ( )22 cxxf −−=  
3,1,0 )   ز   −=c   ;      ( ) 24 xcxf −=  
2,1,0)    ح   −=c   ;        ( ) ( )3cxxf +=  
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3,4,0 )   ط   −=c  ;   ( ) ( ) 332 +−= cxxf  
1,2,0)    ي   −=c   ;    ( ) ( ) cxxf +−= 311  
3,1,0    )ك   −=c   ;      ( ) cxxxf +−= 22  
4,0,1 ) ل   −−=c   ;       ( ) ( ) cxxf +−= 21  

  
.  نطاقها  إرسم بيان المعادلة المعطاة fيوضح بيان دالة ) 37( شكل ) 7

   ) .38(يان الدالة  التي نطاقها  الموضح في شكل كرر نفس المسألة على ب
  :أولاً

))          أ )2+= xfy  
))        ب )3−= xfy  

))      جـ ) 3+= xfy   
))         د ) 2−= xfy   

))        هـ )xfy 3−=       

))         و )xfy
3
1

−=  

))   ز ) 22 −+−= xfy 7(     تمرين(  
))     ح )23 −+= xfy                      37(شكل  (  
))     ط )32 +−= xfy                  
))        ي ) 2−= xfy                                     
  

  : ثانياً
))        أ )2−= xgy  

))       ب )2+= xgy  

 fالدالة بيان 

 7   6   5   4   3   2  1  1-   2-   
- 

6  
5  
4  
3  
2  
1 

y

x
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)      )جـ ) 2+= xgy                    
))         د ) 2−= xgy                                   

)      )هـ )xgy 2−=  

))       و )xgy
2
1

−=  

))    ز ) 24 −+−= xgy  
))     ح ) 24 +−= xgy  
))      ط )xgy                                 )7(تمرين             =
))      ي )xgy =           
))      ك )xgy −=   )38(شكل               1
))     ل )[ ]xgy =         
))     ن )xgy +=1  
  
)أوجد فيما يلي الدوال الأتية التركيبية ونطاقها   ) 8 )( )xgf +،( )( )xgf − ، 

  ( )( )xfg  ،  ( )x
g
f








   ،   ( )( )xfog   ،  ( )( )xgof   

  ( ) 5+= xxg   ,       ( ) 5+= xxf  
  ( ) 4+= xxg     ,     ( ) xxf 23 −=  

  ( )
5+

=
x

xxg       ,        ( )
4

2

−
=

x
xxf  

  ( )
4

3
+

=
x

xxg       ,         ( )
2−

=
x

xxf  

  ( ) 2+= xxg     ,       ( ) xxxf 32 −=  
  ( ) xxxg 22 +=     ,      ( ) 15−= xxf  

1-  
  
2-  

2  
  
1 

y
 

⋅ ⋅ 

⋅ 

⋅ 

( )( )xggr
 

  4      3       2       
1 

x
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  ( ) 5+= xxg    ,       ( ) 2−= xxf  
  ( ) 2+= xxg    ,    ( ) xxf −= 3  
  ( ) 3−= xxg    ,      ( ) 225 xxf −=  
  ( ) 162 += xxg    ,      ( ) xxf −= 3  
  ( )

x
xg 2

=       ,       ( )
23 +

=
x
xxf  

  ( )
x

xg 3
=       ,          ( )

2−
=

x
xxf  

  ( ) 30, <<= xxxg   ,  ( ) xxf −= 2  
  ( ) 51, ≤≤= xxxg  ,       ( ) [ ]xxf −= 4  
  ( ) [ ]xxg =       ,   ( ) [ ]xxf =  
  ( ) xxg +=1       ,( ) ( ) ( )11 −+= xxxf   

   ( )
x
xxg

−
+

=
1
1       ,  ( )

1
2
2 +

−
=

x
xxf  

  

)إذا كان   ) 9 ) 92 −= xxf  ، ( )
111
13

−
+−

=
x
xxxg  

  :أوجد القيم الموجودة فمايأتي   
  ( )5f  ،   ( )5g   ، ( )( )5fog  ،   ( )( )5gof   

    ( )2f  ،   ( )2g   ، ( )( )3fog  ،   ( )( )3gof  
    ( )( )4fof  ،   ( )( )2gog  ، ( )( )( )5fofgo     
  

  . وأذكر نطاقها fأوجد الدالة العكسية للدالة ) 10
  ( ) 32 −+= xxf  ،  ( ) ( ) 2,23 2 ≥−+= xxxf  
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  ( ) 1,23 ≥−= xxxf  ،  ( ) 0,1
>

+
= x

x
xxf  

  ( ) 43 +−= xxf  ،  ( ) 0,
15
23

≥
+
−

= x
x
xxf  

  
)أي  ( أوجد الشكل التركيبي للمعادلة ، ) 11 ) ( )xguufy == , ( ،  

            ( ) 312 3xxy −=         ، 834
−= xy  

               
( )65

1
−

=
x

y         ،13 4 +−= xy    

  ( )5235 13 +−+= xxxy           ،3xxy −=  

                
x

xy 3

3

1+
=       ، 

22
72

++
−+

=
x
xy  

  
) إذا كانت) 12 ) 113 −+= xxf أوجد قيمة تقريبية للمقدار ( )0001.0f .

 النتيجة الصفرية ضع المعادلة على الصورة  ىولكي تتفاد  

  ( )
113

3

++
=

x
xxfثم  اثبت أن   ( ) 131000.50001.0 −≅ xf.  
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  مقدمة للنھایات: 1-2بند 
)يجاد قيمة دالة لإنحتاج في الحسبان وتطبيقاته  عادة ما    )xf عندما 

فإذا كان . a وليس بالضرورة يساوى a قريبة من عدد معلوم xتكون 
)المطلوب هو  )998.0f ،أ ( )001.1f فنحن إذن نريد حساب ( )xf 

) وليس x=1بالقرب من  )1f . فقد تكون( )1fمثال ذلك لو أن .  غير معرفة  

                                           ( )
1
1

−
+

=
x
xxf  

)نجد أن  )1fغير معرفة   
)أما  )

002.0
998.1998.0 =f  أي ( ) 999998.0 =f  

  ،( )
001.0
001.2001.1 =f أي  ( ) 001.2001.1 =f  

)من أكثر زاد مقدار  xوكلما اقتربت  )xf، فنجد   
             ( ) 00001.200001.1 =f  و   ( ) 0001.20001.1 =f  

)وهكذا أما  )1f غير معرفة نفسها تصل إلى مالانهاية أي .  

)واتخذنا مثال آخر مثل  )
63

2 23

−
−

=
x

xxxf2  بالقرب من،  نجد أن=x،  

( ) 332933363.19997.1 =f،  ( ) 333332000.1999999.1 =f  
( ) 333336000.100002.2 =f، ( ) 333334667.100000.2 =f  
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)بينما  )
0
02 =fغير معرفة أي  .  

)قتربت ا 2 من xقتربت اسبق أنه كلما  وضح مما )xfن العدد  م

3
4333333333.1 يمكن التأكد من ذلك لأننا مجرد حسبنا قيم   ولكن لا=

ولكن نعطى نقاشاً مقدما  . 2 قريبة من xمختلفة اختيارية للدالة لقيم للمتغير 
  لهذه النتيجة دعنا نحلل البسط والمقام لعوامل على النحو التالي 

                          ( ) ( )
( )23

22

−
−

=
x
xxxf  

02وطالما أن  ≠−x ولأن ،x نستطيع حذف 2تساوي   ولا2 قريبة من 
)العامل  )2−x،لتصبح ،  

                         ( )
3

2xxf =  

القطع المكافئ  هو إذا fوبيان 
3

2xy )  محذوفاً من النقطة =  كما 34,2(

  ) . 39(هو واضح في شكل 
  ويتضح من هندسة الشكل أنه كلما 

)،2  من x اقتربت )xf  تقترب من  

3
  . كما كان متوقع 4

  على   دالة معرفةf إذا كانت وعموماً
  هذه الفترة   ينتمي إلىa ،فترة مفتوحة

   بحيث،
axوتظل  ( a من xكلما اقتربت   ) 1   )39(شكل         )≠

)فإن    )xf تقترب من عدد حقيقي L.           

63
2 23

−
−

=
x

xxy  

° 
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)وأنه من الممكن جعل قيمة الدالة  ) 2 )xf  قريبة منL بتمدد كافي وذلك 
axلكن  ( a قريبة بقدر كاف من xباختيار ≠.(   

   فإننا عندئذ يمكننا استعمال الترميز  
                                   ( ) Lxf

ax
=

→
lim  

" The limit of ( )xf   , as x  approaches a  , is  L "      وتقرأ    
)نهاية" أو    )xf عندما تقترب x من a هي L"   
)وقد نكتب                  ) Lxf ax كلما → →  
)وذلك يعني على بيان    )xfأن النقطة  ( )( )xfx, تقترب من النقطة 
  ( )La, قتربت ا كلماx من a.   
  ففي المثالين السابقين نكتب   

=قيمة غير معرفة     
−
+

→ 1
1

lim
1 x

x
x

    ،       
3
4

63
2 23

2
lim =

−
−

→ x
xx

x
  

  

؛ بالبداهة" تؤول إلى" و ،"تقترب من"لنهاية باستعمال جمل ننا عرفنا اإيلاحظ 
  .ولكننا سوف نضمن البند القادم تعريفاً رسمياً للنهاية بعيداً عن هذه المصطلحات

)أحياناً نعرف أن  )xf تقترب من عدد معين كلما اقتربت x من aننا  ولك
) ، عندئذ نستعمل التعبير،نعرف هذا العدد لا )xf

ax
lim
→

 موجودة ويجب 

) ،الانتباه إلى أن حساب )xf
ax

lim
→

ax إن افتراض يجب ،  أي أن ، دائماً≠

)قيمة الدالة  )af خارجة عن الموضوع فليس بالضرورة أن تكون 
( )xf

ax
lim
→

) مساوية  )af ًفمثلاً إذا كانت.  وإن حدث أحيانا،  

                                  
1

1

=

≠

x

x
     ( )







−
−

=
3

1
12

x
x

xf  
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)فإن                   )xf
x
lim

1→
=      

1
12

1
lim −

−

→ x
x

x
  

                    
( )( )

( )1
11

lim
1 −

+−
=

→ x
xx

x
  

                         ( ) 21lim
1

=+=
→

x
x

  

)بينما                           ) 31 =f  
) ، نجد أن إيجاد،في حالة التعبيرات الجبرية البسيط )xf

ax
lim
→

 . هو أمر بسيط 

)فمثلاً عندما  ) 13 += xxf  
( ) ( ) ( ) 1314313limlim

44
=+=+=

→→
xxf

xx
  

=±∋ مثل 4 قريبة جداً من x قيمة اتخذنا إذا لأننا 4x، ∈ عدد موجب 
)قريب جداً من صفر  فإن  ) ( ) 1434 +∈±=∈±f  

                     ∈±=13  
) أصغر فأصغر حتى تصبح تقريباً صفر فإن ∋باتخاذ  ) 1304 =±f، في 

) ،هذه المسألة ) ( )4lim
4

fxf
x

=
→

   

  ،وببساطة يكون
( ) ( ) 534232lim

4
=−=−

→
x

x
    ، 591692

4
lim =+=+

→
x

x
  

           ( ) 1012

3
lim =+

−→
x

x
     ،               45lim

11
=+

→
x

x
  

)إن بعض الدوال الخاصة التي يتحقق فيها تساوي  )af ، ( )xf
ax

lim
→

 

 عندئذ نحسب النهاية ،تسمى دوال مستمرة أو متصلة وسنعود إليها فيما بعد
( )xf

ax
lim
→

ax بالتعويض عن  =.   
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  نستطيع استعمال التعويض المباشر السالف الذكر فمثلاً  لاولكن في دوال أخرى 
( )( )

( ) 1,2
1

21
1

22
≠+=

+
+−

=
−

−+ xx
x

xx
x

xx  

01 فإن ،x≠1وبما أن  ≠−x ومن المسموح به حذف العامل المشترك  
)بين البسط والمقام  )1−x المعادلتين  بياني وينتج عن ذلك أن 

1
22

−
−+

=
x

xxy، 2+= xy مماثلان لبعضهما .  

)  لأن النقطة x=1ماعدا عند  =+2 تقع على بيان المعادلة 3,1( xyولا  

تقع على بيان الدالة 
1

22

−
−+

=
x

xxy 40( كما هو موضح في شكل. (  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ) 40(شكل 

 

( ) 2+= xxf 

( ) 3lim
1

=
→

xf
x

 

( ) 31 =f 
 

( )
1

22

−
++

=
x

xxxg 

( ) 3lim
1

=
→

xg
x

 

( )
0
01 =g 
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  ، أوجد النهايتين):1(مثال

                 
675
252

2

2

2
lim

−−
+−

=
→ xx

xx
x

      ،     
3

9
lim

9 −
−

=
→ x

x
x

             

  الحــل
   بما أن التعويض المباشر يعطي                    

                                   
0
0

675
252

2

2

2
lim =

−−
+−

=
→ xx

xx
x

  

∴   2=x أن 2 ليست في نطاق الدالة أي≠x،02 ≠−x إذن النهاية 
  ،تصبح

                  ( )( )
( )( ) 13

3
35
12

352
122

limlim
22

=
+
−

==
+−
−−

=
→→ x

x
xx
xx

xx
    

  

 في المقدار x=9 التعويض المباشر ،كذلك
3

9
−

−
x

x  

يعطي 
0
0 ،9=xليست في نطاق الدالة ،  

 09أي ≠−x،إذن ،  
  )ضربنا في المرافق ( 

                      ( )( )
( )( )33

39
3

9
limlim

99 +−
+−

=
−

−

→→ xx
xx

x
x
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                         ( )( )
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  أوجد النهايتين):2(مثال

       (i   
x

x
x

sin
lim

0
=

→
         ،  (ii  

x
x

x

sin
lim

0
=

→
،  

) مناسبة وحساب   xباختيار قيم لـ  )xf  
 الحــل

)            للدالة نكون جدول )
x

xxf sin
=  

  ،0 القريبة من xلقيم 
x  xxy sin=  

0.01 0.999983333 
0.001-  0.999999833 

0.0001-  0.999999998 

0 L 
0.0001+  0.999999998 

0.001+  0.999999833 

0.01+  0.999983333 
  

 يعطي x=0نلاحظ أن التعويض المباشر  
0
0sin

lim
0

=
→ x

x
x

 ولكن الجدول 

)الموضح أعلاه  يعطي قيم تقريبية للدالة  )
x

xxf sin
 ،x=0 بالقرب من =

 ويتضح مباشرة من xو التقدير الدائري للزاوية  عدد حقيقي أو هxحيث 
   ،الجدول أنه يمكننا تخمين قيمة النهاية

                  1sin
lim

0
=

→ x
x

x
  

ii( نكون جدول للدالة ( )
1

log10
−x

xxf 1 بالقرب من=x  
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x  ( ) ( )1log −= xxxf  
0.997 0.434947229 
0.998 0.434729356 
0.999 0.434511774 

1 L 
1.001 0.434077479 
1.002 0.433860766 
1.003 0.433644340 

  
001.1999.0نجد أنه لما  << x تكون ( ) 43451.043408.0 << xf  
)تخمين بأن،     ونستطيع ال ) 4343.0lim

1
=

→
xf

x
  

( )( )243451.043408.0 +  
  

4343.0 ،لاحظ أيضاً أن
log

1

10
=








e

  وسنثبت فيما بعد في هذا الكتاب 

     ،أن
                 

ex
x

x 10

10

1 log
1

1
log

lim =
−→
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  sided limits–One النهاية من جانب واحد 
)عند حساب  )xf

ax
lim

→
 بقدر كاف فإذا كانت a تقترب من x فإننا نجعل 

x أكبر من a وبدأنا ننقص منها حتى تقترب من a نقول أننا نحسب ، 
axالنهاية من الجهة اليمنى حيث     ، ونكتب <

                                     ( )xf
ax

lim
+

→

  

axوإذا حسبننا النهاية من الجهة اليسرى ،   تزايد حتى x ، وجعلنا >
   فنكتب النهاية على الصورة aتصبح قريبة من 

                                     ( )xf
ax

lim
→

  
  . بالطريقتين a من xيوضح اقتراب ) 41(وشكل 

  
  
  
  
  
  
  
  

  )41(شكل 
  

 معرفة على الأقل في فترة fولحساب النهاية من اليمين يجب أن تكون 
)مفتوحة  )ca, حيث c عدد حقيقي، ولحساب النهاية من اليسار يجب أن 

 
y y 

( )xfy = 
( )xfy = 

a x 

 
° • 

x x a x 

 
° 

• 

( ) Lxf
ax

=
−→

lim ( ) Lxf
ax
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+→
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L L 
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y  y  y  

1L  

a  x  a  x  a  x  

( ) 1lim Lxf
ax

=
−→

 

° 
° 

2L  
° 
° 

0 

( ) 2lim, Lxf
ax

=
+→

 

21 LL ≠  

)أ( )ب(   

( ) 1lim Lxf
ax

=
−→

 ( )xf
ax +→

lim,  غير موجودة

1L  
° 

0 0 

2L  

( ) 2lim, Lxf
ax

=
+→

 ( )−
−→

xf
ax

lim  غير موجودة

)جـ(  

) معرفة في فترة fتكون  )ca, لعدد حقيقي c .  الترميزax  يقرأ →
x تقترب من اليسار من a ، 

+
→ ax ، يقرأ x تقترب من اليمين من a .   

)ويكون للنهاية  )xf
ax

lim
→

    وجود فقط إذا كان ،
                                             ( ) ( )xfLxf

axax
limlim

+
→→

==  
                                                                                                        
 ( ) Lxf

ax
=

→
lim  

  أما إذا كان ،
( ) ( ) 21 limlim , LxfLxf

ax
ax

==
+

→
→

  

21وكان  LL ) غير موجودة فإن النهاية 2L أو 1L أ، أي من ≠ )xf
ax

lim
→

   

  تكون غير موجودة
  الذي يوضح حالات تكون فيها النهاية الأخيرة غير موجودة) 42(كما في شكل 

  
  
  
  
  
  

    
  
  
  

  )42(شكل 
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  ):3(مثال
)إذا كانت  ) 4−= xxf خطط بيان ،  fد ما أمكن  وأوج  

))    أ )xf
x

lim
4
+

→

))                  ب )xf
x

lim
4
−

→

    

))  ج )xf
x
lim

4→
))                    د )4f.    

  الحــل 
)تخطيط  )fgr 43( واضح في شكل(  

  
04إن  ، فx<4إذا كان ) أ >−x  

)ومن ثم     ) 4−= xxf هي عدد   
)أي أن  حقيقي،   )xf معرفة ومن ثم   
  0444lim

4

=−=−
+

→

x
x

   

  )               43(                                                    شكل 
  

04 ، فإن x>4إذا كانت ) ب <−x  ومن ثم ( ) 4−= xxf ليست 
)غير موجودة ( عدداً حقيقياً وبالتالي فإن ، )xf

x

lim
4
−

→

.(  

)وبذلك ) جـ )xf
x
lim

4→
) غير موجودة لأن  )xf غير معرفة على فترة 

 وأخرى أكبر من 4 أعداد حقيقية أقل من ، أي فترة تحتوي على4تحتوي 
4.  

)) د )4f تحسب من التعبير الجبري مباشرة ( ) 0444 =−=f  
  

4−= xy  

x  0 
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  ): 4(مثال

)إذا كانت  )
x
xxf ) ، خطط = )fgr وأوجد   

)) ما أمكن ذلك ، أ )xf
x

lim
0
−

→

))     ب )xf
x

lim
0
+

→

))       جـ )xf
x
lim

0→
  

  الحــل 
( )fgr الدالة غير  )44( موضح في شكل  

) حيث x=0معرفة عند  )
0
00 =f  

xx ، فإن x>0عندما ) أ −=  

   ( ) 1−=
−

=
x

xxf،   

)إذن ،      ) 1lim
0

−=
−

→

xf
x

    

  )    44(شكل  
xx فإن x<0عندما  ) ب = ، ( ) 1==

x
xxf                  

)إذن                                    ) 1lim
0

=
+

→

xf
x

   

النهاية من اليسار غير متساويتين ، ينتج أن بما أن النهاية من اليمين و) جـ

  ( )
x
xxf

xx
limlim

00 →→
  . غير موجودة =

  
  
  

° 

° 

0 

1 

1-  
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y  
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  ):5(مثال 
   ،fخطط بيان الدالة 

                 
2
2
2

>
=
<

x
x
x

   
;
;
;

     ( )








−

+
=

xx

x
xf

43

10
2

2

  

)ثم أوجد ،  )xf
x

lim
2
−

→

   ،   ( )xf
x

lim
2
+

→

  ،      ( )xf
x
lim

2→
  

  
  الحــل

)البيان  )fgr 45( مخطط في شكل (  
)) أ ) ( ) 42limlim

2
2

=+=
→

→
−

xxf
x

x

  

  
) )ب ) ( ) 443 2

2
2

limlim =−=
→

→
+

xxxf
x

x

  

  )45(شكل                                                         
  

  نجد أن النهايتين اليمنى واليسرى متساويتان) ب( ، )أ(من ) جـ
)               :وينتج أن  ) 4lim

4
=

→
xf

x
                          

)، أيx =2لاحظ أن قيمة الدالة عند   ) 102 =f ليس لها أي دخل في ،
  .حساب النهاية
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  1-2تمارين 
  

1 (( )32lim
3

+
→

x
x

      2    (( )52

2
lim +

→
x

x
     3          (x

x
lim

4→
  

4        (11lim
6→x

      5        (100lim
7→x

      6 (
( )

( )12

1
lim −

−→
π

x
  

7   (( )1lim
6

−
→πx

      8     (
12
12

1
lim +

+

−→ x
x

x
    9  (

x
xx

x −
−

→ 15

23

5
lim  

10 ([ ]
12

2
lim

2
3 −

+

→
x

x

x

.   

استعمل الاختصارات الجبرية للمساعدة على ) 24(إلى ) 11(في التمارين من 
  إيجاد النهاية إن كانت موجودة 

11  (     
14

12
2

2

3
lim

++
−−

−→ xx
xx

x
  12 (      

3
92

3
lim −

−

→ x
x

x
  

13  (     
752 2

2

1
lim

−+
−

→ tt
tt

t
  14(  

2
162

4
lim

−
−

→ h
h

h
  

15  (   ( )
h

xhx
h

22

0
lim

−+

→
  16(  ( )

h
xhx

h

33

0
lim

−+

→
  

17            (
2
183

2
lim +

+

−→ x
x

x
  18(  

82
4

22
lim

−−
−

−→ zz
z

z
  

19 (
1

3323

1
lim +

+++

−→ x
xxx

x
  20(   

3
362 23

3
lim −

−+−

→ x
xxx

x
  

21      (
127
32

2

2

3
lim

++
−+

−→ rr
rr

r
  22(  

49
7

lim
49 −

−

→ x
x

x
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23         (
4
8

2

3

2
lim

−
−

→ x
x

x
  24(  

2510
5

25
lim

+−
−

→ zz
z

z
 

  
  :ات الآتية إن وجدت يأوجد النها) 35 (–) 25(في التمارين 

))    أ )xf
ax

lim
−

→

))           ب )xf
ax

lim
+

→

))             ج )xf
ax

lim
→

  

25   ( 5−=a  ,        ( ) ( )3
5

−
+

=
x
x

xf  

26    (3=a     ,  ( ) ( )3
5

−
−

=
x
x

xf  

27    (8−=a  ,    ( ) xxxf −+= 8  

28    (0=a     ,              ( ) 2
2
x

xf =  

29    (8=a     ,           ( )
8
12

−
+

=
x
xxf  

30   (
3
7

=a     ,   ( ) 237 xxxf −−=  

31  (5.1=a     ,           ( ) [ ]xxxf +=  
32 (  2=a     ,           ( ) [ ]xxxf +=  

33   (1=a     ,            ( )
1
1

−
+

=
x
x

xf  

34   (1=a     ,            ( )
1
12

−
−

=
x

xxf  
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 وأوجد الموجود من fاستخدام بيان الدالة ) 45(إلى ) 36(في التمارين من 
)النهايات الآتية ، نهاية  )xfعندما :  

      3
−

→x ،  3
+

→x ،   3→x  ،   0
−

→x ،   0
+

→x ،   
0→x  
  

36(  37(  
  
  

  
  
  
  
  
  
  

38(  39(  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

3 
 
2 
 
1 

° 
• 

° 

x
 

0 3 

 
2 
 
1 

° 
• 

° 
3   2    1   0  1-  x

 

y
 

y
 

4    3    2   1      0   

• 

° 

x
 

y
 

 
2 
 
1 

4    3    2   1      0   

• 

° 

4 
 

3 
 

2 
 

1 

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 9:28 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 87 

40(  41(  
  
  
  
  
  
  
  

42(  43(  
  
  
  
  
  
  
  

44(  45(  
  
  
  
  
  
 
  

° 

• 

6    5   4   3    2    
1 

2 
 

1 

0 x
 

y
 y

 

x
 

0 ° 

° 

° 
° 

° 
° 
° 

• 
• 

• 
• 

• 

x

y

y

x

° ° 

° ° 

• • 

• • 

1-    2-    3-   
4-  

4    3     2   
  1  

2 
 
1 

y

x
° ° ° ° ° ° ° 

• • • • • • • 

    3     2     
1 

1-  

2 
 

1 

y

x
° 

3 ° 

3 
 

2 
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)إرسم )  52(إلى )  46(في التمارين من  )fgr وأوجد النهايات الآتية إن 
  .وجدت 

))    أ )xf
ax

lim
+

→

))           ب )xf
ax

lim
−

→

))            جـ )xf
ax

lim
→

  

46     (1=a,          ( )




≥−
<−=
1,4
1,12

xx
xxxf  

 47   (2,1,1 −=a ,   ( )




>−
≤−=
1,3
1,13

xx
xxxf                  

48     (1=a,          ( )











>−

=

<−

=

1,24
1,4

1,24

xx
x

xx

xf  

49  (1=a  ,         ( )






>−

≤−
=

1,3

1,13

xx

xx
xf  

50   (1=a  ,         ( )






=

≠−
=

1,1

1,1

x

xx
xf        

51  (1=a  ,      ( )










>++

=

<+

=

1,1

1,1

1,2

3

3

xxx

x

xx

xf       

52        (       ( )















>
+

++

=

<
−
−

=

2,
1

23

2,6

1,
2
4

2

2

x
x

xx

x

x
x

x

xf  3,1,2   عندما −=a             
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يجاد قيمة النهاية لإاستعين بجدول مناسب ) 60(إلى ) 53(في التمارين من 
  :يلي  وأثبت ما

53  (    ( ) 72.21 1

0
lim ≈+

→

x

x
x  

54 (  ( ) 4.40321 3

0
lim ≈+

→

x

x
x  

55 (        89.9
2
93

lim
2

≈
−
−

→ x

x

x
  

56 (  6
2

94
1

0
lim =









 −

→

xxx

x
  

57(          39.1
1
22

lim
1

≈
−
−

→ x

x

x
  

58         (         1lim
0

=
→

x

x
x   

59  (  
( )

571.1
1

cos 2

1
lim −≈

−→ x

x

x

π
  

60     (  1
cos

2tan
lim

2
−=

−

→ xx
xx

x
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   Definition of limit تعريف النهاية 2 – 2بند 
 xعندماL تقترب من yسوف نعطى الآن معنى دقيق للجملة ،

   والذي رمزنا له ، aتقترب من
                       Ly

ax
=

→
lim  

   .a قريبة من x بجعل قيم L  أن تبقى قريبة جداً من yبأن نرفع 
   هي عدد موجب حقيقي صغير يكفى لأن تكون∋فإذا كان 

                  ∈+<∈<− LyL  
                   أي<∈− Ly  

 لها سماحية y، القول أن ومن ثم. L عند ∋ لها سماحية yفإننا نقول أن 
−>01.0  يعنيL عند 0.01 Ly أن على بعد أقل من عن 0.01؛ أي L.  

  ،a عند δ يعطي سماحية δبالمثل لنعتبر عدد حقيقي موجب صغير 
ax ≠ .    أيx لها δ سماحية  عند aإذا كان ،   

                                  δδ <−< x0  
axaxa   أ،               ≠+<<− ,δδ       

  سماحية  x بحيث إذا كان لـδ<0 يوجد عدد 0∌>فإذا كان لأي عدد  
    فإن ،L  عند∋ يكون لها سماحية  yفإن 

                                     Ly
ax
=

→
lim  

تكون )    0.999,1001(  في الفترة xولتقريب المفهوم ، إذا كان لجميع قيم 
y 2.9998,3.0002( في الفترة ( أيx و 1 عند 0.001  لها سماحية ، y 

   فإننا مقول أن 3 عند   0.0002لها سماحية  
                                 3lim

1
=

→
y

x
  

  )1-2(كما كنا نخمن قيمة النهاية باستعمال الجدول في البند 
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Lyوثم فإن 
ax
=

→
lim 0 ، يوجد <∋0لكل  يعنى أنه>δ بحيث إذا كان 

δ<−< ax0 فإن <∈− Ly   
  

  تعريف النهاية 
 ، ماعدا أحياناً عند a معرفة على فترة مفتوحة تحتوي على yإذا كانت " 
a نفسها ، وكان L فإن الجملة ، .  عدد حقيقي  

                                    ( ) Lxf
ax

=
→

lim  

>−>δ بحيث إذا كان δ<0 ، يوجد <∋0تعنى أنه لكل  ax0     فإن   
( ) <∈− Lxf"  

>−>δوتسمى المتباينة  ax0 السماحية ،δةني والمتبا( ) <∈− Lxf ،
   .∋السماحية 

  
  :ويمكن كتابة المتباينتين بدون استعمال القيم المطلقة على النحو 

        axaxa ≠+<<− ,δδ للسماحية   δ  
        ( ) ∈+<∈<− LxfL للسماحية           ∈  

  
كما يمكننا صياغة تعريف . يمثل المتباينتان على خطى أعداد ) 46(وشكل 

   :يليالنهاية السابق بطريقة أخرى كما 
"( ) Lxf

ax
=

→
lim0 ، يوجد <∋0نه لكل  تعنى أ>δ بحيث إذا x في  تقع

)الفترة  )δδ +− aa , ،ax ) فإن ≠ )xfتقع في الفترة  ( )∈+∈− LL , "  
)وإذا كان للدالة  )xf نهاية عندما تقترب x من aفإن هذه النهاية وحيدة ، .  
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  )46(شكل 
  

  أثبت باستعمال التعريف الرسمي للنهاية أن : )6(مثال
                                                   ( ) 753lim

4
=−=

→
x

x
  

  الحــل
)نفرض أن  ) 53 −= xxf ،   4=a ،  7=L ونحاول أثبات  

>−>δ بحيث إذا كان δ<0 ،يمكن ايجاد  <∋0أنه لأي عدد  40 x 
)فأن ) <∈−− 753xلي   ،  على النحو التا:  

                                              ( ) <∈−− 753x  
                                              <∈−123x  
                                              ( ) <∈− 43 x  

                                              <∈− 43 x  

                                              
3

4 ∈
<−x  

) ( ° 

δ  δ  

x  δ−a  δ+a  

δ<−< ax0  

 xسماحية ) أ(
 yسماحية ) ب(

° 

∈+L  

∈−L  

( )xf  

∈ 

∈ 

(

(

( ) <∈− Lxf  
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   إذن باختيار 
3
∈

≤δ، نحصل على    

                                              δ<−< 40 x  

                                              
3

40 ∈
<−< x  

                                               <∈−< 430 x  
                                               <∈−< 1230 x  

                      ( ) <∈−−< 7530 x  
  .ت البرهانكملأهذه المتباينات المتكافئة تحقق المطلوب و

  
  ):7(مثال

33lim            اثبت أن  ax
ax

=
→

  

  الحــل
   ،<∋0نفرض أن 

                       <∈− 33 ax  
                        ( )( ) <∈++− 22 aaxxax  
                        <∈++− 22 aaxxax  

                       
22 aaxx

ax
++

∈
<−  

                       20
a

ax ∈
<−<  

2a ، بأخذ <∋0  لكل ∴
∈

=δيكون ،   

                       δ<−< ax0  
∴                     33lim ax

ax
=

→
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 طريقة أخرى للحل
و  ،a<0لنفرض الحالة 

( ) 3xxf = 3aL   ومن ثم أي =
 δ<0  علينا أن نجد <∋0

 لفترة في اxإذا "  بحيث
( )8, +− aa δ   

axو    في الفترة3x فإن ≠
( )∈+∈− 33 ,aa   "   

  )47(شكل                       
=±∋ الأفقيان، رسمنا الخطان )47(بفحص شكل  3ay اللذان يقطعان بيان 

3xyالمعادلة  =                        
33+∋هما   ،x الأفقيان،إحداثياتهما في نقطتين 

a ، ∈−33
a . النقطة

( )3, xxفقيين إذا كانت   على المنحنى بين هذين الخطين الأx تقع في الفترة 
توحة المف





 ∈+∈− 3333

, aa.  

   عدد موجب أصغر من كل من ، δإذا ما اخترنا 
aa −∈+33

   ،  ∈−− 33
aa   03مع بقاء ∈>−a ،  كما هو في

 ، تكون النقطة a عند δ سماحية xإذن عندما يكون لـ ) . 47(الشكل 
( )3, xx الأفقيين واقعة بين الخطين ∈±= 3ay يكون للدالة 3 ، أيx 
   .3a عند ∋سماحية 

) في الفترة xإذا كان "سي يثبت أنه هذا البحث الهند )8,8 +− aa ،
ax ) في الفترة 3x فإن ≠ )∈+∈− 33 , aa " ويمكن تكرار نفس الفحص

33lim وبذلك ثبت المطلوب ، a>0عندما  ax
ax

=
→

  

⋅ 

δ−a δ+a

3 3 ∈+a3 3 ∈−a
a

3a ∈+= 3ay

∈−= 3ay

y

x
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   اثبت باستخدام التعريف أن):8(مثال

2
1
12

1
lim =

−
−

→ x
x

x
  

  الحــل

)نأخذ      )
1
12

−
−

=
x
xxf ، 2=L ، 1=a  

         0∈>   ,   ( ) <∈− Lxf  

         0∈>   ,   <∈−
−
− 2
1
12

x
x        ⇒  

                       <∈
−

+−
1

122

x
xx  

                       ( )
<∈

−
−

1
1 2

x
x  

                       <∈−1x  
    يكونδ∋=  ، <∋0إذن بأخذ 

                          ( ) δ<−<<∈⇒− 102 xxf  
  إذن

               2
1
12

1
lim =

−
−

→ x
x

x
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  2-2تمارين 
  

  . الرسمباستعمالاثبت باستعمال التعريف الرسمي أن النهايات الآتية صحيحة أو 
1(            2lim

2
=

→x
  

2( ( ) 153lim
5

−=−
→

x
x

  

3  (( ) 532lim
1

=+
→

x
x

  

4  (( ) 735lim
2

=−
→

x
x

       

5          (44lim
5

=
→x

  

cc حقيقيتان a ، cلكل   ) 6
ax

=
→

lim  

7   (( ) bacbax
cx

+=+
→

lim لكل الأعداد الحقيقة a ، b ، c.   

8   (22lim ax
ax

=
→

  a<0 حقيقية ، aلكل   ،     

9(  44lim ax
ax

=
→

   a<0 حقيقية ، aلكل   ،       

10 ( ax
ax

=
→

lim ،       لكلa ، 0 حقيقية>a  

11   (ax
ax

33
lim =

→
  a<0يقية ،  حقaلكل   ،   

  a>0 حقيقية ، a لكل 11 ، 9 ، 8كرر التمارين )   12
 أن النهايات الآتية لإثبات) 7(استعمل طريقة الرسم المستعملة في مثال )   13

  .غير موجودة 
   

1
1

lim
1 +

+

−→ x
x

x
 ،  20

1
lim

xx→
  ،  

1
1

lim
1 −→ xx

 ،  1lim
1

−
→

x
x
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  أساليب ايجاد النهايات : 3-2بند 
وذلك فإن هدف . حقيق أي نهاية باستخدام التعريفنه لمن المجهد لتإ

لنبدأ بأبسط . ات تستخدم لتبسيط مسائل النهاياتهذا البند هو تقديم مبرهن
)الدوال وهي  ) cxf    نجد أن=
                    ( ) 0=−=− cccxf  

) ينتج أن <∋0  لكل 0∋>وحيث أن  )xf نهايتها c  
   .a  من أي عدد حقيق xقتربت اكلما 

                 ( ) ( )1limlim ccxf
axax

==
→→

  

  ، إثبات أنوبالمثل يمكن . أي أن نهاية مقدار ثابت هي المقدار الثابت نفسه 
                 ( )2lim ax

ax
=

→
  

  تعتبران أول مبرهنة في هذا البند )  2(، ) 1(المعادلتان 
  فمثلاً

        88lim
3

=
→x

       ،    77lim
11

=
→x

  

        5lim
5

=
→

x
x

     ،   2lim
2

=
→

x
x

  

،  نهايات معقدة ومركبةلإيجادوهذه المبرهنة على بساطتها سنرى أنها تستخدم 
   :الآتيةباستعمال المبرهنات 

  : مبرهنة
)إذا كان   ) Lxf

ax
=

→
lim  ، ( ) Mxg

ax
=

→
lim موجودتان ، فإن    

        ( ) ( )[ ] ( )3lim MLxgxf
ax

+=+
→

  

              ( ) ( )[ ] ( )4.lim LMxgxf
ax

=
→
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            ( )
( ) ( )50,lim ≠=









→
M

M
L

xg
xf

ax
  

            ( )6 c   أي عدد ( )[ ] ,lim cLxcf
ax

=
→

  

             ( ) ( )[ ] ( )7lim MLxgxf
ax

−=−
→

  

   على النحو 7 إلى -3المعادلات من أي أننا نستطيع تذكر 
  مجموع النهايات = نهاية المجموع ) 3
  .حاصل ضرب النهايتين = نهاية حاصل ضرب دالتين ) 4
  .خارج قسمة النهايتين بشرط عدم انعدان المقام = نهاية خارج القسمة ) 5
  .نهاية الدالة في المقدار الثابت = نهاية مضروب دالة في مقدار ثابت ) 6
  .نهاية الفرق هو فرق النهايتين ) 7

  ): 1(نتيجة
                   ( ) ( )8lim bacbax

cx
+=+

→
  

  لأن ، 
               ( ) baxbax

cxcxcx
limlimlim

→→→
+=+  

                   bxa
cx

+=
→

lim  

                         bac +=  
  ):2(نتيجة

            ( )[ ] ( ) ( )9limlim
n

ax

nn

ax
xfLxf 



==

→→
  

  لأن ،
          ( )[ ] ( ) ( )[ ]..........limlim xfxfxf

ax

n

ax →→
=    

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 9:28 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 99 

              ( ) ( )......... limlim xfxf
axax →→

=  

                                                       ( )
n

ax
xf 



=

→
lim  

                                          nL=  
  

  ):9(مثال 
  نهايات الآتية أوجد ال

                   
75
43

lim
2 +

+

→ x
x

x
    ،     3lim x

ax→
  

                ( )5
1

13lim +
−→

x
x

       ، ( )3335 23

2
lim ++

−→
xx

x
  

  الحــل

               
( )

( )
( )
( ) 17

10
725
423

75

43

75
43

lim

lim
lim

2

2

2
=

+
+

=
+

+
=

+
+

→

→

→ x

x

x
x

x

x

x
  

                                                                     3
3

2

3

2
limlim axx
xx

=





=

→→
  

         ( ) ( ) ( ) 3221313 5
5

1

5

1
limlim −=−=



 +=+

−→−→
xx

xx
  

            ( ) ( ) ( ) 3323253335 2323

2
lim +−+−=++

−→
xx

x
  

                 5331240 =++−=  
  

  :مبرهنة
   عدد حقيقي فإنa كثير حدود ،  fإذا كانت ) 1

                                                ( ) ( ) ( )10lim afxf
ax

=
→
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   عدد حقيقي فإنa دالة قياسية ،  qإذا كان ) 2

( ) ( ) ( )11lim aqxq
ax

=
→

 

  : البرهان
  إذا كان 

( ) 0
1

1 ... bxbxbxf n
n

n
n +++= −

−  

( ) ( ) ( ) 0
1

1 limlimlimlim ... bxbxbxf
ax

n
n

ax

n
n

axax →

−
−

→→→
+++=  

      0

1

1 ...limlim bxbxb
n

ax
n

n

ax
n ++



+



=

−

→
−

→
 

         0
1

1 ... babab n
n

n
n +++= −

−  
     ( )af=  

)نفرض ، ) 2(ولبرهان فقرة  )xf ، ( )xhحدود ، ي كثير   

                                                        ( ) ( )
( )xh
xfxq =  

                            ( )
( )

( )
( )
( ) ( )aq
ah
af

xh

xf
xq

ax

ax

ax
===

→

→

→ lim

lim
lim  

  يلي من مبرهنات ، ونترك للطالب برهان ما
   عدد حقيقي صحيح a ،  n<0لأجل 

   عدد حقيقي فرديa ، n>0أو 
                                      ( )12lim ax nn

ax
=

→
  

  ،  أعداد صحيحة موجبةm ، nلأجل 
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                                    ( )13lim nmnm

ax
ax =

→
  

    عدد حقيقي موجب ،rلأجل 
                                     ( )14lim rr

ax
ax −

→
=  

                     ( ) ( ) ( )15limlim xfxf
ax

nn

ax →→
=  

  
   Sandwich Theoremمبرهنة السندوتش 

)إذا كان لدينا ) ( ) ( )xgxhxf   .a في فترة مفتوحة تحتوي على x لكل ≥≥
   وكان

                        ( ) ( )xgLxf
axax

limlim
→→

==  

  فإن 
                                       ( ) Lxh

ax
=

→
lim  

bhaفإذا كانت      ≤≤   ،   4=a ،    4=b  
44فلابد أن    ≤≤ h  4  أي=h.   

  
  ):10(مثال 

   أنلإثباتوتش دستخدم مبرهنة السنا
                                      01sin 2

2

0
lim =








→ x
x

x
  

  الحــل 
                                        11sin1 2 ≤






≤−

x
  

   ،2x  نستطيع الضرب في x=0بما أن 
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                                 2
2

22 1sin x
x

xx ≤





≤−  

   x→0بأخذ النهاية لما 
                       ( ) 2

020

2

0
limlimlim

1 x
x

x
xxx →→→

<





<−  

                                  01sin0 2
2

0
lim <






<

→ x
x

x
  

  إذن ، 
                                      01sin 2

2

0
lim =








→ x
x

x
  

  
  ):11(مثال 

              أوجد النهايات ،
i(       

x

xx
x 164

332

8
lim

−

+

→

  ii(     943 23

5
lim +−

→
xx

x
  

iii(  ( )21lim
2

−+
+→

x
x

    iv(              
2

2
1lim

c
v

cv
−

+→

  

  الحــل

i(            22
2

264
164

838
164

3 3
2

32

8
lim +=

+
=

−

+
=

−

+

→
xx

xx
x

  

ii(             46492075943 3323

5
lim ==+−=+−

→
xx

x
  

iii(                              ( ) ( ) 122121lim
2

=−+=−+ +

→ +

x
x

  

   .x−2  تقع في نطاق 2+لأن 
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  ): 12(مثال 
                أوجد النهاية ، 

x
xx

x

−−+

→

11
lim

0
  

  الحــل
)واضح أن  )

0
0

0
110 =

−
=fقيمة غير معرفة    

   ولكن إذا ضربنا البسط والمقام في مرافق البسط تصبح
     ( ) ( ) ( )

( )xx
xx

x
xxxf

−++
−++−−+

=
11
11.11  

        ( ) ( )
( )xxx

xx
−++

−−+
=

11
11  

( )
xxx

xxf
xx −++

=
→→ 11

2
limlim

00
 

   من البسط والمقام وتصبحx إذن تحذف x≠0بما أن 
( )

xx
xf

xx −++
=

→→ 11
2

limlim
00

 

     1
11

2
11

2
=

+
=

−++
=

DD
  

  
  ):11(مثال 

  أوجد النهاية الآتية باستخدام مبرهنات النهايات ، إذا كانت موجودة 







 −

+








→
1

1
11

lim
0 hhh

 

  الحــل

    ( ) 





 −

+






= 1

1
11

hh
hf  
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   ( ) ( ) 011
0
10 ×∞=−






=f  

)أي أن  )0f، غير معرفة، وبإجراء بعض الاختصارات الجبرية   

    ( ) ( )
h

h
h

hf
+

+−






=

1
11.1  

  ضرب في المرافق ، 

   
( ) ( )

( )h
h

h
h

h ++
++

+
+−

=
11
11.

1
11.1  

   
( )

( )hh
h

h +++
+−

=
11

11.1  

   
hh

h
h +++

−
=

11
1.1

 

 ( )
hhxx

hf
+++

−
=

→→ 11
1

limlim
00

 

   
2
1

0101
1

−=
+++

−
=   

  
  النهايات التي تشمل المالانهاية

   النهاية اليمنى أو اليسرى إيجادعند 
) قد نجد a عند fلدالة  )xf   

  .دأو متناقصة بلا حدومتزايدة بلا حدود 
  ولتصور ذلك دعنا نعتبر الدالة 

  ( )
1−

=
x

xxf  

  ) 48(شكل              

1 

1 

x  

y  

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 11:40 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 105 

( )fgr ويمكننا تبيان أن ،) 48(  موضح في شكل  

                                          غير موجودة       
1lim

1 −→ x
x

x
  

  والجدول الآتي يوضح بعض قيم الدالة
   .x=1لقرب من با

1.03  1.02  1.01  1  0.99  0.98  0.97  x  
34.3  51  101  ?  99-  49-  32.3-  ( )xf  

  

)، x=1 من اليمين نحو x اقتربتنجد أنه كلما  )xfيد بدون  تتزا
)حدود بمعنى أننا نستطيع أن نجعل  )xf كبيرة حسب الرغبة باختيار x 

  حيث تكونx=00001.1مثل  ،1 بالحد الكاف ولكنها أكبر من 1 قريبة من
( ) 00001.100001.1 =f، فنقول ،    

∞=
−+→ 1lim

1 x
x

x
  

→∞    أو 
−1x
x    كلما     +→ 1x  

ى نستعمله صطلاحانما هو رمز إ، و يمثل عدد حقيقيلا) مالانهاية (∞الرمز 
 1 إلى xقتربت او ثم على الرغم من أننا قد نقول كلما . لتبيان سلوك الدالة

بت ترمن اليمين، اق
1−x

x إلى أو تؤول ( ∞  من∞(.  

)نعنى أن ،  إلا أننا لا )[ ]1lim
1

−
+→

xx
x

  . موجودة 

ستعمل بأسلوب مشابه ليعطى دلالة نفل) ناقص مالانهاية) (-∞(أما الرمز 
)على أن  )xf تأخذ قيمة سالبة كبيرة جداً (  تتناقص بدون حدود(  

)، x=9999.0فمثلاً عندما  ) 99999999.0 −=fلذلك نقول أن ،  
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                         −∞=
−−→ 1lim

1 x
x

x
  

→∞−أو 
−1x
x    1→−     كلماx  

  لدالة اختيارية ) 49( النهاية من الجانبين الموضحة في شكل الآن لنعتبر
  
  
  
  
  
  

  

  )49(شكل 
  
f . نسمى الخطانbx = ،ax  Vertical( خطوط رأسية تقاربية =

Asymptotes ( للدالةf . لاحظ أنه لأجل( )xf تقترب من ∞ ،bx →  
)ولأجل . من كلا الجانبين الأيمن والأيسر )xf تقترب من ∞−  ،ax →  
  .من كلا الجانبين الأيمن والأيسر

)إذا كانت نهاية  )xf ومن الجانب الآخر ∞ من أحد الجانبين هي ∞− ،
)، نقول أن )48(كما في شكل  )xf

ax
lim
→

  . غير موجودة

  
  ):12(مثال 

   أوجد  
( )24 4

7
lim

−→ xx
   ، إذا كانت موجودة

a

y

b x
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  الحــل
، 4 قريبة من x إذا كانت

4≠x،  فإن( )24−x موجب 
   .0وقريب من 

)من ثم، فمقلوب  )24−x ،

( )24
1

−x
 في يموجب ومتناه ،

  يوجد عدد حقيقي  لا. الكبر 
أي نهاية للمقدار 

( )24
1

−x
 أو 

( )24
7

−x
 النهاية 4ترب من  تقx  محددة لما

، لأننا نستطيع أن نجعل إذن غير موجودة
( )24

7
−x

 كبيرة كما نريد على 

وبما أن . 4 من الكافي قريبة بالقدر xحسب اختيار 
( )24

7
−x

 تتزايد بدون 

   ، نكتب حدود

( )
∞=

−→
24 4

7
lim

xx
  

)بيان الدالة  )
( )24

7
−

=
x

xf 4الخط ) . 50( موضح في شكل=x هو 

  .fخط تقاربي رأسي للدالة 
  

  ):13(مثال 
  هو موجود من النهايات الآتية  أوجد ما

         
( )32 2

1
lim

−−→ xx
   ،   

( )32 2
1

lim
−+→ xx

   ،  
( )32 2

1
lim

−→ xx
  

   6   5   4   3    2    
1 

1-  

( )
( )24

7
−

=
x

xf
y

 

x
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  الحــل
، النهاية في جميع الحالات الثلاث

غير موجودة لأن المقام يؤول إلى 
  . 2 تؤول إلى xصفر عندما 

وبالتالي يؤول الكسر إلى قيمة غير 
  .محدودة

  )51(شكل                        
   0  قريبة من x  ،  2−x>2 ، 2 قريبة من xعندما ) 1

   وسالب 
( )

−∞=
−−→

3
2 2

1
lim

xx
  

   0  قريبة من x  ،  2−x<2 ، 2 قريبة من xعندما ) 2
   وسالب 

( )
∞=

−+→
3

2 2
1

lim
xx

                                         

  ، نستطيع استنتاج،−∞ والأخرى ∞لأن النهايتين من كل جانب أحدهما ) 3
        غير موجودة 

( )
→

−→
32 2

1
lim

xx
  

بيان المعادلة 
( )32

1
−

=
x

y 2والخط ) . 51( مرسوم في شكل=x هو 

  .خط تقاربي رأسي 
 x عندما تصبح L قطاع من الدوال تقترب قيمتها من عدد الآننناقش 

  .كبيرة جداً 
)لنعتبر الدالة ،  )

x
xxf 32 +

  )52( والموضح بيانها في شكل =

  ورة ولنكتب الدالة على الص
                                   ( )

x
xf 32 +=  

( )
( )32

1
−

=
x

xf  

x
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)واضح أنه من الممكن جعل  )xf  
  x بقدر كاف باختيار 2قريبة من 

  كبيرة بالقدر الكافي فنكتب ،
               232lim =






 +

∞→ xx
                   

                              
  

  )52(شكل                       
  

، ∞ ، xيمكن التعويض عن   ليست عدد حقيقي وأنه لا∞وتذكر دائماً أن 
فإذا جعلنا .  بأنها تتزايد بدون حدود أو أنها عدد كبير جداً xنحن نفكر في 

تتناقص بدون حدود ، أي جعلناها تأخذ قيمة سالبة متناهية في الكبر فإن 
( )xf 2 تؤول مرة أخرى إلى.   

232lim  فنكتب                  =





 +

−∞→ xx
  

  . بدون حدود xونصيغ الآن تعريفاً دقيقاً للنهاية عندما تزداد 
  

  1تعريف 
) معرفة في فترة لانهائية  fإذا كانت  )∞,c ،cعدد حقيقي  ،L عدد 

  فإن . حقيقي 
              ( ) Lxf

x
=

∞→
lim  

Mx بحيث إذا كان M<0 ، يوجد عدد <∋0تعنى أنه لكل     ، فإن<
               ( ) <∈− Lxf  

  

( )
x

xxf 32 +
=  

y  

x  
0 
1-  
2-  
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  2تعريف 
) معرفة في فترة لانهائية  fإذا كانت  )c,∞− ،cعدد حقيقي  ،Lد  عد

  فإن . حقيقي
               ( ) Lxf

x
=

−∞→
lim  

Nx بحيث إذا كان N>0 ، يوجد عدد <∋0تعنى أنه لكل    ، فإن>
             ( ) <∈− Lxf  

  يات ،ومن النتائج الهامة التي نستعملها في هذا النوع من النها
1         (cc

x
=

±∞→
lim      ،c حقيقي قياسي أي عدد .  

2         (0lim =
±∞→

kx x
c     ،k حقيقي قياسي أي عدد .  

  . معرفة دائماً kx           وبشرط 
  

  ):14(مثال 

جد                 أو
232
124

2

2

lim
++
−+

−∞→ xx
xx

x
    

  الحــل 
   ، نحصل على 2x وات أعلى أس ، xبقسمة البسط والمقام 

             






 ++







 −+

−∞→
2

2

232

124
lim

xx

xx
x

 =
++
−+

−∞→ 232
124

2

2

lim
xx
xx

x
  

                               
002
004

++
−+

=   2=  

 هو خط تقارب أفقي لبيان الدالة y=2وينتج أن 
232
124

2

2

++
−+

=
xx
xxf  
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  ): 15(مثال 
            أوجد النهايتين ،

i(  
23

52
2

3

lim
++

−

∞→ xx
x

x
               ii(  

3
134

2

4

lim
++

−+

−∞→ xx
xx

x
  

  
  الحــل

i(                           
32

3

2

3

213

52

23
52

limlim

xxx

x
xx

x
xx ++

−
=

++
−

∞→∞→

  

          ∞=
++++

+
=

++
−

=
0
2

000
02    

ii(                                        
3

134
2

4

lim
++
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∞→ xx
xx

x
     

                    

2

2

2

4

3

134

lim

x
xx

x
xx

x ++
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2

43

311

134
lim

xx

xx
x ++

−+
=

∞→
   

                 2
1
2

001
004

==
++
−+

= ++

++
   

  . هو خط تقاربي أفقي لبيان الدالة y=2الخط 
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  )3(تعريف 
، فإننا a، ماعدا أحياناً عند a معرفة في فترة مفتوحة تحتوى fإذا كانت 
  لو كتبنا 

( ) ∞=
→

xf
ax

lim  

>−>δ بحيث إذا كان δ<0، يوجد عدد M<0تعنى أنه لكل  ax0فإن ،  
( ) Mxf >  

  :لتعريف ، كما يليوضح عناصر هذا اي) 53(وشكل 
Myخذ أي خط أفقي   كما في =

  . )53(الشكل 
)إذا كان  ) ∞=

→
xf

ax
lim فإنه كلما ،

   في فترة مناسبةxكانت 
 ( )δδ +− aa , ،ax تكون نقط  ،≠

 واقعة فوق الخط fالمنحنى الذي يبين 
  .الأفقي

 M<0 ويمكن تغيير التعريف باستبدال
) و N>0 بـ ) Mxf )بـ  < ) Nxf   )53(شكل       >

)  لنحصل على تعريف ) −∞=
→

xf
ax

lim          

Ny أفقيفإذا اتخذنا أي خط  = ) N فإن )  سالبة ،( )fgr يقع أسفل هذا 
) في فترة مناسبة xالخط كلما كانت  )δδ +− aa , ، ax ≠.   

  
  
  

( ) ∞=
→

xf
ax

lim  
y  

a  
x  

δ+a  δ−a  

My =  
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  ):16(مثال 
  :أوجد النهايات الآتية 

          xx

xx

x 234
532

1lim
−+
−+

+
∞→

    ،        xx

xx

x 234
532

1lim
−+
−+

+
−∞→

  

  الحــل

          x

xx

xx

x 3
234
532

1
lim −+

−+

=
+

∞→
       xx

xx

x 234
532

1lim
−+
−+

+
∞→

  

         x

x

x

x

x






−+

−+







=
∞→

3
23

3
4

3
51

3
2

lim  

0بما أن                
3
2

lim =







∞→

x

x
     ،  ∞=

∞→

x

x
3lim  

إذن                 
3
1

030
010

=
−+
−+

=   xx

xx

x 234
532

1lim
−+
−+

+
∞→

  

  t− ، ∞→t بـ x  يمكننا استبدال x→∞−يجاد النهاية لإ

    
tt

tt

t
2
1

3
34

5
3
1

2
1

lim
−+

−+
=

∞→
   xx

xx

x 234
532

1lim
−+
−+

+
−∞→

  

  t2بضرب البسط والمقام في 
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1

3
2324

25
3
21

lim
−






+×

−





+

=
∞→

t
t

t
t

t

x
  

                        
124

251
lim

−×
−

=
∞→

t

t

t

x  

  t2بالقسمة على 

                            
t

t

t
2
14

5
2
1

lim
−

−
=

∞→
  

                             
4
5

04
50

−=
−
−

=  

  حل آخر

               xx

xx

x 2334
532

lim
−×+
−+

=
−∞→

 xx

xx

x 234
532

1lim
−+
−+

+
−∞→

  

0limباستعمال القاعدة  =
−∞→

x

x
a ،  1>a  

                            
4
5

0034
500

−=
−×+
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   النهاية=
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  3-2تمارين 
  

  .ستعمال المبرهناتريف وباأوجد النهايات الآتية إن وجدت بدون استعمال التع
1(  6lim

3→x
   2(  ( )20

21
26lim −

→
x

x
  

3(  
( )2

2

2 2
2

lim
−

−−

→ x
xx

x
  4(             2

3
9lim xx

x
−

−→
  

5(  3lim
6→x

    6(   ( )723 3

2
lim +−

−→
xx

x
  

7(  
65
32

2

2

2
lim

++
−−

−→ xx
xx

x
  8(   3252

5
lim +−

+→
x

x
  

9  (  x
x
lim

4−→
              10(  ( )895 2

4
lim −−

→
xx

x
  

11(    
16
8

4

3

2
lim

−
+

−→ x
x

x
   12( 2343 32

2
lim ++

→
kk

k
  

13(    x
x
lim

3→
  14(   ( )( )22

2
43lim xx

x
−+

→
  

15          (
4

16
lim

16 −
−

→ x
x

x
  16(  ( )( )32

3
943lim vvv

v
−−

→
  

17(    43lim
4

−
→

x
x

  18(  ( )( )9743lim
3

++
→

tt
t

  

19(    ( ) ( )
2

211
lim

2 −
−

→ x
x

x
  20(  

64
107

6

2

2
lim

−
+−

→ x
xx

x
  

21       (( )24lim
2

+−
−→

x
x

  22(  ( )1416.3lim −
→

t
t π

  

23(  ( ) ( )311
3

lim
3 +

+

−→ x
x

x
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25(  
34

5
lim
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−

−→ x
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x
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→ 7
11

2lim
x

x π
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1

1
lim 
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→ x
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→ x
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4

23

16
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→ x
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16
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x

x
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33        (( )4

1
52lim +−

→
x

x
  34    (  
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lim +
+

∞→ xx
x

x
    68             (

1

34
2lim

+

−

−∞→ x

x
x

        

69(    x
x

sinlim
∞→

  70            (
2

cos
lim +

+

∞→ x
xx

x
  

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 11:40 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 118 

  .أوجد كل النهايات الآتية إذا كانت موجودة 
))      أ )xf

ax

lim
−

→

))         ب )xf
ax

lim
+

→

))       جـ )xf
ax

lim
→

  

71(  5=a ;( ) xxf −= 5    72( 1=a ;  ( ) 133
−= xxf   

73 (2=a ;( ) 38 xxf −=  74( 8−=a ;     ( ) 32xxf =       
     وأوجد النهايتينfارسم بيان .   عدد صحيح nإذا كانت 

                    ( )xf
nx

lim
→

     ،      ( )xf
ax

lim
+

→

  

75   (1+<≤ nxn   ,   ( ) ( )nxf 1−=  
76   (1+<≤ nxn   ,         ( ) nxf =  

77                ( 
nx
nx

≠
=

   ,
,

   ( )




=
0
x

xf  

78              (   
nx
nx

≠
=

   ,
,

   ( )




=
1
0

xf  

79(    ( ) [ ]xxf =   80(  ( ) [ ]xxf −=  
81(    ( ) [ ]xxxf −=  82  (  ( ) [ ] xxxf −=   
  

)استعمل مبرهنة سندويتش لتحقيق النهاية المعطاة  )8386 ←  

83(    ( ) 112

0
lim =+

→
x

x
    84  (

74 240
lim

++→ xx

x
x

  

85(  01sinlim
0

=







→ x
x

x
    86 (01sin 3

4

0
lim =











→ x
x

x
  

)إذا كانت  )87 ) cxf )اثبت أن . c  لعدد حقيقي 0≥≥ ) 02

0
lim =

→
xfx

x
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  يأتي ، اذكر سبب ما) 88

)  أ  













≠








→→→ x
x

x
x

xxx

1sin1sin limlimlim
000

        

x)     ب  
x

x
x xxx

limlimlim
000

11
→→→

+





≠






 +  

)إذا كان   ) 89 ) 0lim ≠=
→

Lxf
ax

)  و   ) 0lim =
→

xg
ax

  

)     اثبت أن  ) ( )[ ]xgxf
ax

lim
→

  .وجودة   غير م

) بحيثMأفرض وجود عدد : إرشاد (  )
( ) M
xg
xf

ax
=

→
lim  

)                واعتبر أن  ) ( ) ( )
( )xg

xgxfxf
axax

.
limlim
→→

=  

  أوجد النهايتين) 90
                   ( )xx

x
−+

∞→
1lim   ،    xxx

x
−+

∞→

2lim  

  أوجد ،) 91

                              
122

534
12

1

lim
+

+−
−

+

∞→
x

xx

x
  

  
 أو −∞،∞أوجد النهايات الآتية على شكل) 99(إلى ) 92(في التمارين من 

DNE )  اختصار كلمةDoes not exist وتعني غير موجودة . (  
))  أ )xf

ax

lim
−

→

)) ب        )xf
ax

lim
+

→

)) جـ         )xf
ax

lim
→

  

92  (4=a ,  ( )
4

3
−

=
x

xf    93(   2=a ,  ( )
x

xf
−

=
2

5                  
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94(  
2
5

−=a,( )
( )352

8
+

=
x

xf  95(  
7
3

−=a ,( )
37

4
+

−
=

x
xf                  

96 (
2
9

−a , ( )
( )2

2

92
3

−
=

x
xxf  97(1−=a ,  ( )

2
2

2

2

−−
=

xx
xxf                  

98( 3=a , ( )
( )23

1
−

=
xx

xf  99( 1−=a ,  ( )
( )21

1
+

−
=

x
xf                  

  
، ارسم  تحقق الشروط المعطاةfالدالة ) 103( إلى )  100(في التمارين من 

  .يقطع أي خط تقارب أفقي   ، مفترضاً أن بيانها لاfالشكل الممكن للدالة 
100         (( ) 1lim =

−∞→
xf

x
     ،     ( ) 1lim =

∞→
xf

x
  

  ،          ( ) −∞=
−→

xf
x
lim

3
      ،  ( ) ∞=

+→
xf

x
lim

3
  

101     (  ( ) 1lim −=
−∞→

xf
x

        ،  ( ) 1lim −=
∞→

xf
x

  

  ،            ( ) ∞=
−→

xf
x
lim

2
     ،   ( ) −∞=

+→
xf

x
lim

2
  

102       (( ) 2lim −=
−∞→

xf
x

     ،  ( ) 2lim =
∞→

xf
x

  

  ،            ( ) ∞=
−→

xf
x
lim

3
  ،  ( ) −∞=

+→
xf

x
lim

3
      

  ،            ( ) ∞=
+→

xf
x
lim

1
  ،  ( ) −∞=

−→
xf

x
lim

1
  

103         (( ) 3lim =
−∞→

xf
x

   ،  ( ) 3lim =
∞→

xf
x

  

  ،               ( ) ∞=
−→

xf
x
lim

1
  ،  ( ) −∞=

+→
xf

x
lim

1
  

  ،            ( ) −∞=
−−→

xf
x
lim

2
 ،  ( ) ∞=

+−→
xf

x
lim

2
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  .أوجد الخطوط التقاربية الرأسية والأفقية ) 117(إلى ) 104( في التمارين 

104(   ( )
4

2
2

2

−
=

x
xxf  105(  ( )

xxx
xf

6
1
23 −+

=  

106           (( ) 24
5

x
xxf

−
=  107(  ( ) 2

2

16 x
xxxf

−
+

=  

108             (( )
1

3
+

=
x

xxf  109(  ( )
32
23

2

2

−+
++

=
xx
xxxf  

110( ( ) ( )( )11
3

2

3

−+
=

xx
xxf  111(  ( )

25
5

2

2

−
−

=
x

xxxf  

112(    ( )
16
4

2 −
+

=
x
xxf  113(  ( )

x
xxf

−
−

=
4
16 23

  

114(  ( )
1
11 2

2

−
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+=
x
xxf  115(  ( )

532
65

2

2
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+−

=
xx

xxxf  

116  (( ) ( )( )21
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+−

=
xxx

xxf 117(  ( )
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++
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  Continuous functions  الدوال المستمرة4-2بند 
الدالة المستمرة أو المتصلة هي الدالة التي يخلو بيانها من كسور أو 
فجوات  أو خطوط تقارب رأسية ، فبيانها عبارة عن منحنى متصل ليس به 

  )54(أى تقطعات مثل الموضح في شكل 
  
  
  
  
  
  

  

  )54(شكل 
  

فهي بيانات لدالة غير مستمرة ) 55(لدالة الموضحة في شكل أما بيانات ا
cxعند ) غير متصلة( =.   
  
  
  
  
  
  
  

  )55(شكل 

x  

y  

 دالة مستمرة 

° 

c  

y  ( )xfy = )أ(   

x  

° 
c  

y  
( )xfy =  

)جـ(  

x  
c  

y  

( )xfy =  
)د(  

x  

)ب(  

° 
c  

y  
( )xfy =  

x  

• 
)ب(  

• 
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))) أ(55(ففي شكل  )cf ب(55( غير معرفة وفي شكل ((( )cf معرفة إلا 
)أن  ) ( )cfxf

cx
≠

→
lim فإن )) جـ(55( أما في شكل( )xf

cx
lim

→
 غير 

))) د(55(موجودة وأخيراً في شكل  )cf غير معرفة بالإضافة إلى أن 
( ) ∞=

→
xf

cx
lim وبيان ( )xf لن يكون من هذه الأنواع إذا حققت f 

  الآتي ثلاثة شروط نذكرها في التعريف 
  .إذا تحققت الشروط الثلاثة الآتية c تكون مستمرة عند عدد fدالة  ":تعريف

)  ) أ(   )cf ب(      . تكون معرفة  (  ( )xf
cx

lim
→

  . موجودة 

)  ) جـ( ) ( )cfxf
cx

=
→

lim"  

  : ممكن كتابتها على النحوcية الدالة عند أى أن شروط استمرار
)قيمة معرفة  ) ( ) ( ) ===

+− →→
cfxfxf

cxcx
limlim  

، لان إذا كانت  c مستمرة عند f أن لإيضاحيكفى ) جـ(فالشرط 
( ) ( )cfxf

cx
=

→
lim فهي يعنى أن ( )cf لابد معرفة وان النهاية ( )xf

cx
lim

→
 

  .يتحققان أوتوماتيكيا) ب(، ) أ(ن والشرطا. موجودة 
  ،ب(،) أ(55( الموضحان في شكل cويطلق على عدم الاستمرار عند 

 من الممكن لأنه removable discontinuity للإزالةعدم استمرار قابل 
  .تمرار بتعريف الدالة بقيمة مناسبة إزالة عدم الاس

  .jump discontinuity قفزة عدم استمراريةفتسمى )) جـ(55(أما في شكل 
)إذا كان  )xf عندما تؤول −∞  أو ∞ تؤول إلى x إلى c  من الجانبين

 c Infinite عندعدم استمرارية لانهائيةنقول أن للدالة )) د(55(كما في شكل 
discontinuity   

  .فيما يلي نذكر بعض الدوال ونناقض استمراريتها على سبيل التوضيح 

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 11:40 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 124 

  ـراريتهااستم  بيـــانها  ةالدالـــ

( ) xxf 2=  

  
  
  
  

  )56(شكل

   ،cل قيمة لك
( ) ( )cfcxf
cx

==
→

2lim  

  الدالة مستمرة
  
  

( )
1

22

−
−+

=
x

xxxf  

  
  
  
  

  )57(شكل

   ، نجدc=1عند 
( ) ( ) 3limlim

11
==

+− →→

xfxf
xx

   

إذن الدالة لها ،عدم استمرارية 
قابلة للإزالة إذا عرفنا ، 

( ) 31 =f.   

2
2

=
≠

x
x

,
,

( ) ( )








−
−

=

1
22
42

x
x

xf
  

  
  
  
  
  

  )58(شكل

   ، نجدc=2عند 
( ) ( ) 2limlim

22
==

+− →→

xfxf
xx

   

               ( ) 12 =f  
   عدمc=2 يوجد عند ∴

   للإزالة استمرارية قابلة
) لوعرفنا، ) 22 =f1بدلا من  

( )
x

xf 1
=  

  
  
  
  

  )59(شكل

  c=0عند 
( )xf يكون لانهائي بطريقة 

  0اختيارية كلما اقتربت  من 
 لها عدم استمرارية 0الدالة عند 

  .لانهائية 

( )
x
x

xf =  

  
  
  
  
  

  )60(شكل

  c=0عند 
( ) ( ) 1lim,1lim

00
==

+− →→

xfxf
xx

  

  .النهايتان غير متساويتان
  إذن يوجد قفزة عدم استمرار

   ) 2=مقدار القفزة  ( c=0عند 

  

x  

y  

x

y
 ° 

x  

y  

° • 

x  

y  

x
 

y
 ° 

° 

1+  
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   :مبرهنة
  c هو دالة مستمرة لكل عدد حقيقيfكثيرة الحدود  )1" 

،أي f،g لكثيري حدود qخارج قسمة   )2 
g
fq  هو دالة مستمرة عند =

) ماعدا الذي يحقق الشرط cيقي كل عدد حق ) ocg ="   
) نإ عدد حقيقي، فc كثير حدود،fإذاوالبرهان منطقي لأن  ) ( )cfxf

cx
=

→
lim  

)وإذا كان  ) 0≠cg، فان c في نطاق 
g
fq ) ويكون = ) ( )cqxf

cx
=

→
lim،   

   .c مستمرة عند qأي 
  

  )1(مثال 
) ،              إذا كانت ) 1−+= xxxf  

)أثبت أن  )xf عدد حقيقي أي  مستمرة عندc.  
  :الحــل

  )61( موضح في الشكل fبيان 
   فإن x>0إذا كانت 
( )1−−−= xx( )xf  

  12 +−= x  
10وإذا كانت  >< xفإن   

( ) ( )1−−= xxxf  
          1=  

   فإن x<1كانت وإذا
( ) 1−+= xxxf  

    12 −= x 61(                                  شكل(  

y  

x    2      1  0     1-  
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)وبما أن جميع أجزاء   )xfمستمرة عند أي نقطة في  هي كثيرات حدود 
 وعند x=0 عند الاستمرارية بقي أن ندرس ،الفترة المعرف الأ الجزء

1=x 0عند=x  
  x=0عند 

( ) 112limlim
0

0

=+−=
→

→
−

xxf
x

x

 

( ) 11limlim
0

0

==
→

→
+ x

x

xf  

( ) 1000 −+=f  

1=  

  x=0 الدالة مستمرة عند ∴ 
  x=1وعند 

( ) 11limlim
11

==
−− →→ xx

xf  

( ) 112limlim
11

=−=
→→ +

xxf
xx

 

( ) 1111 −+=f  

1=  
  x=1 الدالة مستمرة عند∴

  . cعند أي عدد حقيقي fوينتج أن الدالة 
  

  )2(مثال 
  ابحث استمرارية الدالة

                  
3
2

32

>
<

<≤

x
x

x
       

,
,
,

     ( )
[ ]









−
−=
1

22

x
x

x

xf  
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  : الحــل
] نعلم أن ] 2=x 32 عند أية نقطة في القترة <≤ x  

  إذن يمكن كتابة الدالة على النحو

3
32

2

>
<≤

<

x
x

x
      ( )









−

−
=

1
2

22

x

x
xf  

  .وكل جزء من الدالة مستمر في الفترة المعرف بها
  . x=3 وعند x=2بقى أن نبحث استمرارية الدالة عند 

  x=2عند 
( ) ( ) 222

22
limlim =−=

→→ −
xxf

xx
 

( ) 22limlim
22

==
→→ + xx

xf  

        ( ) 22 =f  
  .x=2  الدالة مستمرة عند ∴

  x=3عند 
( ) ( ) 222

33
limlim =−=

→→ −
xxf

xx
 

( ) 22limlim
33

==
→→ + xx

xf  

          ( ) 23 =f  
  x=3 الدالة مستمرة عند 

∴ ( )xf  مستمرة على جميع الأعداد الحقيقية R.  
  

  )3(مثال 
  ابحث استمرارية الدالة

                         
( )

( )2,2

2,2

−∈

−∉

x

x
        ( )










=

2
x
x
x

xf  
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   :الحــل
) إلىتنتمي   لاxعندما  )2,2−  2  أي≥x2،  و−≤x     
   يكون،x≤2عندما 

                                                       1+=
+

=
x
x

x
x  

   يكونx≥2وعندما 

                                                       1−=
−

=
x
x

x
x  

  يمكننا إذن إعادة صياغة الدالة على النحو

                                       
2

22
2

≥
<<−

−≤

x
x

x
      ( )






−
=

1
2

1
xxf  

  x=−2وعند 
( ) ( ) 11limlim

22
−=−=

−→−→ − xx
xf                                        

 ( ) 12limlim
22

−==
−→→ +

xxf
xx

   

        ( ) 12 =f  
  x=−1إذن الدالة مستمرة عند 

  x=2د وعن
( ) 12limlim

22
==

→→ −
xxf

xx
  

( ) 11limlim
22

−==
→+−→ xx

xf                                             

      ( ) 12 −=−f  

             2=x     
  x=2 الدالة مستمرة أيضاً عند ∴
∴ ( )xfستمرة على جميع الأعداد الحقيقية م R.  
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  )4(مثال 
)أوجد النقط التي تكون عندها الدالة  )xfغير مستمرة  .  

                                     
0
0
0

<
=
>

x
x
x

      ( )














+
+

+
+

=

2
8

1
1
1

3

x
x

x
x

xf  

   :الحــل

 تكون                 x<0عند 
1
1

1
11

+
+

=
+
+

=
x
x

x
x  

تقع داخل هذه   لاx=−1نقطة عدة الاستمرار(الدالة مستمرة على هذه الفترة 
  )الفترة

  تكون الدالة               x>0عند 
2
83

+
+

x
xغير مستمرة   

   ، لأنx=−2عند النقطة 

)غير موجودة   ) ==−
0
02f  

  .ومستمرة على بقية الفترة
                                                                    x=0عند 

( ) 4
2
83

00
limlim =

+
+

=
→→ − x

xxf
xx

  

( ) 1
1
1

limlim
00

=
+
+

=
→+−→ x

x
xf

xx
   

           ( ) 10 =f                                         
  x=0 الدالة مستمرة أيضاً عند ∴
∴ ( )xf 2 غير مستمرة فقط عند=x، 0=x.  
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  )5(مثال 
  ابحث استمرارية الدالة

0

0

=

≠

x

x
   

,

,
       ( )















=
0

1sin2

x
x

xf  

  x=0عند 
   :الحــل

  ).السندوتش( الحصر  هنا استعمال مبرهنةا، ويناسبنx→0 نبحث نهاية الدالة عند

                            11sin1 <





<−

x
  

  x≠0 ، لأنها دائماً موجبة،2xضرب في 

                      22 1sin x
x

xx <<−  

   صفرإلى xعندما تؤول 

                      01sin0 2 <<
x

x  

                      01sin2

0
lim =

→ x
x

x
  

)ومعطى أن   ) 00 =f  
  .x=0 الدالة مستمرة عند ∴
  

  )6(مثال 
) الدالة  اللتان تجعلانa، bأوجد قيمتي  )xf مستمرة عند a .  
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ax

ax

ax

>

=

<

  

,

,

,

    ( )














+

−
−

=
2

22

5

axbx

ax
ax

xf  

  . عددان حقيقيانa، bحيث 
   :الحــل

             ( )
ax
axxf

axax −
−

=
→→ −

22

limlim  

       ( )( )
( )ax

axax
ax −

+−
=

→
lim  

               ( )ax
ax

+=
→

lim   

                         a2=  
             ( ) 2limlim axbxxf

axax
+=

→→ +
  

                   3aab +=  
                           ( ) 5=af  

)ولكي تكون  )xf مستمرة عند a،  
                     ( ) ( ) ( )xfafxf

axax
limlim

+− →→
==  

                             352 aaba +==  
                     

8
125

2
55 += b   ,

2
5

=a      ⇒  

                      
8
85

2
5

−=b    
4

17
−=b  
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  :تعريف 
] دالة معرفة على فترة مغلقة fإذا كانت  ]ba, فإن f تكون 

]مستمرة على  ]ba,تمرة على  إذا كانت مس( )ba, أنإلى بالإضافة ،   
              ( ) ( )afxf

ax
=

+→
lim  ،     ( ) ( )bfxf

bx
=

−→
lim  

  
  )7(مثال 

)اثبت أن الدالة   ) 28 xxxf −=   
]مستمرة على الفترة المغلقة  ]8,0.  

   :الحــل
  ةيوضح بيان الدال) 62(شكل 

  ( ) 28 xxxf −=  
80إذا كانت  << c،  

) فإن ) 28limlim xxxf
cxcx

−=
→→

  

         28 cc   )62(                           شكل =−
        ( )cc−= 8  

              ( )cf=  
)لأن إذا كان للدالة  ( )xg نهاية عند cx    فإن=

                          ( ) ( )xgxg
cxcx

limlim
→→

=  

) ،بشرط أن ) 0lim >
→

xg
cx

،  

] ويبقى لنا مرجاعة النقطتين الحديتين للفترة cلإذن الدالة مستمرة عند  ]8,0 
  .عمال النهايات من جانب واحدباست

x  

y  

0 8      6      4      2  

4 
 
 
2 

28 xxy −=  
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( ) ( )xxxxxf
xxx

−=−=
+++ →→→

88 limlimlim
0

2

00
 

              ( )0080 f==×= +  

( ) 2

88
8limlim xxxf

xx
−=

+− →→
 

   ( ) +

→
×=−

−
088lim

8
xx

x
 

                             ( )80 f==  
 ومن .x=8يسار عند  ومن الx=0إذن الدالة مستمرة من اليمين عند 

] مستمرة على الفترة fالتعريف السابق ينتج أن الدالة  ]8,0.  
]يمكننا تعريف الاستمرارية على الفترة  )ba, ،أ [ )∞,a إذا كانت f 

axستمرة عند م  f كذلك .a استمراريتها عند إلى في الفترة بالإضافة <
)تكون مستمرة على الفترة  ]ba, ،أ ( ]b,∞ إذا كانت مستمرة على كل نقطة 

bx ،في الفترة bx ومستمرة عند .>  f، g وإذا كانت الدالتان .=
  ،cمستمرتان عند عدد حقيقي 

   ،cفإن الدوال الآتية مستمرة هي الأخرى عند 
gf + ، gf −،  fg وكذلك  gf  بشرط  ( ) 0≠cg.  

نذكر هنا أيضاً عدة مبرهنات يمكن للقارئ برهنتها بسهولة باستعمال 
  .مبرهنات النهايات وهي

)إذا كان ) 1 ) bxg
x

=
→

lim ، كانت f  مستمرة  b  

  فإن 
                 ( )( ) ( )bfxgf

x
=

→
lim  

     ( )





=

→
xgf

cx
lim   
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   ،وينتج من هذه المبرهنة أن
                           ( ) ( )xgxg

cx

nn

cx
limlim

→→
=  

)و                     )( ) ( )





=

→→
xgxg

cxcx
limlim sinsin  

                             ( )( ) ( )





=

→→
xfxf

cx
aa

cx
limlogloglim  

  .وهكذا
) مستمرة عند g و ،c مستمرة  عند fإذا ) 2 )cf فإن الدالة التركيبية 

gof مستمرة عند c.  
   ،نأي أ

                ( )( ) ( ) ( )( )cfgxfgxfg
cxcx

=





=

→→
limlim  

)فإذا كان    ) xxg = ،     ( ) 1273 2 −−= xxxf  
) فإن  .المستمرتان دائماً  ) ( )( )xfgxk =  

 أي( ) ( )( )xgofxk   .  مستمرة أيضاً دائماً=
)أي أن الدالة  ) 1273 2 −−= xxxkمستمرة    

   . )cأي عند أية قيمة حقيقية ( ماً دائ
] مستمرة على فترة مغلقة fإذا ) 3 ]ba,، v عدد بين أي ( )af و

( )bf، فإنه يوجد على الأقل عدد واحد c  في [ ]ba,بحيث يكون  ،  
                                ( ) vcf =  

  القيمة الوسطى تسمى مبرهنة) 3(المبرهنة رقم 
 تأخذ f فإن الدالة المستمرة b إلى a من xوتنص على أنه بينما تتغير "

)كل القيم بين  )af و ( )bf".  
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 ممتدا باتصال وبدون كسور من نقطة fأي إذا كان بيان الدالة المستمرة 
( )( )afa, نقطة إلى ( )( )bfb,، فإن لكل ) 63( كما هو واضح في شكل
) بين vعدد  )af و( )bf، يقطع 

vyالخط الأفقي   على f بيان =
 x الإحداثي .pالأقل نقطة واحدة 

 أيc لنقطة p يكون عنده 
( )( )cfv =.  

  ويتبع من مبرهنة القيمة الوسطى أنه
) إذا كان  )af و( )bfمختلفين في   

  )63(شكل          يقع بين  c الإشارة فإنه يوجد عدد 
a، bبحيث ، ( ) 0=cfأي   

   c لها جذر أو صفر عند fأن 
 فمثلاً f مواضع أصفار الدالة  إيجادوتساعدنا مبرهنة القيمة الوسطى في 

)   ،إذا كان ) 3262 345 −+−+= xxxxxf   
  ، كما يلي2 إلى -4 الصحيحة من الأعداد عند fوحسبنا قيم 

  

2  1  0  1-  2-  3-  4-  x  
17  4-  3-  2  41  72  139-  ( )xf  

  

)بما أن    )xfر حدود فهو إذن مستمر لجميع  كثيx ومن مبرهنة القيمة 
34 حيث 1c، 2c، 3c لها أصفار fالوسطى نجد أن  1 −<<− c، 

01 2 <<− c، 21 3 << c   
] ثلاثة أصفار حقيقية في الفترة fأي أن للدالة  ]2,4−  

  

( )af  

v  

( )bf  

vy =  

( )cf  

x  a  b  c  

y  
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  4 – 2تمارين 
 معطى والمطلوب معرفة نوع عدم الاستمرارية،) 8 (إلى) 1(في التمارين من 

  . أو قفزة أم لانهائيةللإزالةقابلة 
1                               (                2(  
  
  
  
  
  )64(شكل   )63(شكل    
3                                             (   4(  
  
    
  
  

  )66(شكل   )65(شكل   
5                                                (6(  
   
  
  
  

  )68(شكل   )67(شكل   
7                                                (8(  
  
  
  

  
  
  

  )70(شكل   )69(شكل   

y
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y
 

x
 

° 
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y
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• • 
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° ° ° 
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 ،للإزالة قابلة fصنف عدم الاستمرارية لـ ) 18 (إلى) 9(في التمارين من 
  .قفزة أم لانهائية

)9 ( 
1
1

≥
<

x
x  ;

;
 ( )





−
−=
x

xxf
3

12
  )10 (

1
1

>
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x
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;
( )





−
+=

12
1 3

x
xxf  
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2
2
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x
x ;

;
 ( )



 +
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2

3x
xf  )12 (

2
2

=
≠

x
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 −
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3

2x
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<

x
x
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x

x
xf 2
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1
1
1
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<

x
x
x
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−
=

1
1
3 2

x

x
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)15(  ( )
x

xxf
2

=        )16 (( ) [ ]xxxf +−= 1  

)17(( ) 













 −=

− 23
1

2
cossin xxxf π   

)18 (( ) ( )
( )2

2

1
1sin

−

−
=

x
xxf  

  
  .aابحث استمرارية الدالة عند ) 30 ( إلى) 19(في التمارين من 

)19     (( ) 4,352 =+−= axxxf     

)20           (( ) 2,
2

3
−=

+
= a

x
xf  

)21              (( ) 2,
2

1
=

−
= a

x
xf    

)22         (( ) 5,22 −=+= axxf  
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)23   (3, =a  
3;

3;

=

≠

x

x
( )







−
−

=
4

3
92

x
x

xf  

)24   (3, −=a
3;

3;

−=

−≠

x

x
( )







+
−

=
2

3
92

x
x

xf  

)25  (( ) 2,173 2 −=
−

−+= a
x

xxf  

)26              (3, =a
3
3

=
≠

x
x( )





=
,0
,1

xf  

)27       (2, =a
2,
2,

=
≠

x
x( )







−
−

=
1

2
2

x
x

xf  

)28                (8=x;( )
12

3
+

=
x

xxf  

)29       (0=a
0
0

=
≠

x
x( ) ( )





=
0
sin x

xf  

)30 (   0, =a
0,
0,

=
≠

x
x( )





 −

=
1

cos1
x

x
xf  

  

  ) :34(حتى )  31( في تمارين fأوجد نقط عدم استمرار الدالة 

)31 (( )
1032 −+

=
xx

xxf  )32 (( )
8113

3
2 +−

=
xx

xf  

)33( ( ) ( )
32

1
2 −+

−
=

xx
xxf   )34 ( ( )

1
12

2

2

−
+

=
x
xxf  
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  ).42 (إلى) 35( مستمرة على الفترة المعطاة في التمارين من fاثبت أن الدالة 
)35     ([ ]3,3−   ( ) 29 xxf −=  
)36    ([ ]8,4  ( ) 4−= xxf  
)37    (( ]7,∞−  ( ) xxf −= 7  

)38    (( )∞,0  ( )
x

xf 1
=  

)39    ([ )2,1  ( ) [ ]xxxf −=  

)40    (( )3,2  ( )
2

1
−

=
x

xf  

)41    ([ ]3,0  ( ) 23 xxxf −=  

)42    ([ )3,2  ( ) [ ]1
1

+
+

=
x
xxf  

 f التي تكون عندها الدالة cأوجد قيم ) 62 (إلى)  43(في التمارين من 
  .x=2مستمرة عند 

)43 (( )
32

113
2 −−

+
=

xx
xxf  )44  (( )

4
162

−
−

=
x

xxf  

)45 (( ) 123 2 ++−= xxxf  )46  (( )
83

−
=

x

xxf    

)47  (( )
21 x

xxf
−

=  )48  (( )
5
5

+
+

=
x
x

xf  

)49   (( )
12

3

++
=

xx
xxf  )50  (( )

xx
xf

−
= 3

2   

)51  (( ) ( )43
53

2 −+
+

=
xxx

xxf  )52 (( ) ( )12
94 22

−
−−

=
x

xxxf  
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)53 (( )
6

9
−
−

=
x

xxf  )54  (( ) xxf
3
1sec=  

)55 (( ) xxf 2tan=  )56  (( ) xxf cot1+=  
)57 ( ( ) xxf sin=  )58  (( ) ( )( )xxxf −+= 32  

)59  (( ) 12 34 +−= xxxf  )60  (( )
16

9
4

2

−
−

=
x

xxf  

)61  (( )
16

16
2

2

−

−
=

x

x
xf  )62  (( )

xx
xxxf
2

2
2

2

−
−−

=  

 التي تجعل c، dأوجد قيم الثوابت الحقيقية ) 68 (إلى) 63(في التمارين من 
f مستمرة على R.  

)63       (     
2,
2,

>
≤

x
x   ( )





+
−=
2
32

cx
cxxf  

)64            ( 
1,
1,

≥
<

x
x   ( )





−
−=

23
32

cx
xcxf  

)65     (
3,
3,
3,

≥

<

−≤

x
x
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   ( )











+−

−
=

d
x
x

c

xf
74

9
2

2
  

)66        (
2,

21,
1,

≥
<<−

−≤

x
x

x
   ( )








−
+=
x
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x

xf
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4
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)67         (
dx

dxc
cx

>
≤<

≤

,
,
,

   ( )








+

+

=
dcx

x

x

xf 2

2

  

)68              (
2,
2,

,

>
=
<

x
x

cx
   ( )








+

+
=

dcx
d

cx
xf  

 في fحقق مبرهنة القيمة الوسطى للدالة ) 74 (إلى) 69(في التمارين من 
]الفترة المذكورة  ]ba, وضح أنه إذا كان أي ( ) ( )bfvaf  فإنه ≥≥

]  في cيوجد عدد  ]ba, بحيث ( ) vcf =.  
)69        ([ ]2,1− ( ) ;13 += xxf  
)70    ([ ]1,2 −− ( ) ;2 2xxxf −=  

)71        ([ ]3,0 ( ) ;9 2xxf −=  
)72             ([ ]2,0 ( ) ;3xxf −=  
)73           ([ ]3,1 ( ) ;2 xxxf −=  

)74 (



− 1,

2
1 ( ) ;22 −+= xxxf  

0123اثبت أن المعادلة ) 75( 345 =+−−− xxxx لها حل حقيقي في  
)الفترة  )1,0.  

   الدالتين بيانياستخدم مبرهنة القيمة الوسطى لتثبت أن ) 76(
  ( ) 24 5xxxf )و  =− ) 642 3 +−= xxxg 3 يتقاطعان بين=x  

  . x=4و
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   المماسات ومعدلات التغير : 1-3بند 
Tangents and Rates of change 

  Tangent lineالخط المماس : أولاً
 قد يعرف البعض الخط المماس لمنحنى  

على أنه الخط المستقيم الذي يقطع المنحنى 
إلا ) 71( كما في شكل pفي نقطة واحدة 

أن هذا التعريف ليس مفيداً لجميع بيانات 
) لأن المستقيم قد يمس .الدوال )fgr عند 

ثم يعود فيقطع المنحنى أو  pنقطة معزولة 
لذلك ) 72(كما في شكل  يمسه مرة أخرى

 ميل المماس عند  نجد من الأفضل تعريف
p ثم إذا أوجدنا الميل m إيجاد أمكننا 

  ،باستعمال معادلة Lمعادلة المماس 
 ( )11 xxmyy )حيث −=− )11, yx   

  .ا ميل المماس عندهp، mإحداثيا 
)لنفرض أن  )( )xfxp  f على بيان ,
 .p ميل المماس عند إيجادوالمطلوب 

• P  

L  

)71(شكل   

• 
L

P

)أ(  

L
• 
P

)ب(  

)72(شكل   
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)نختار نقطة أخرى  )( )tftQ , 
ونرمز للقاطع )) 73(انظر شكل (

PQ بالرمزQL وميل QL 
  وميل المماس عندQmبالرمز 

( )( )xfxp عندما .m بالرمز ,
 يصبح p قريبة جداً من Qتكون 

Qm هو تقريب لقيمة m وكلما 
 تقترب من Qفإذا جعلنا   أكثر كلما تحسن هذا التقريبP من Q اقتربت

p 74( من اليمين نحصل على الوضع المبين في شكل(  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )74(شكل 
  

 وفي Pمن Q اقتراب أتناء QL وضاعأحيث توضح الخطوط المتقطعة 
 تقترب Q من جهة اليسار أو قد نجعل Pمن Qنقرب) ب74(الشكل 

 نقط على المنحنى احدها على اليمين والأخر بأخذ أي .  من الجهتينPمن 
  .Pعلى اليسار من  

P  Q  
QL  

L  

( )xfy =  

)أ( )ب(   

P  

Q  

QL  

L  

( )xfy =  

• 

• 

x  

y  

• 
Q  

QL  

x        t 

P  

L  

)73(شكل   
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Mإذا كان  Q لها قيمة تنتهي إليها عندما تصبح Qكن من  يم  أقرب ماP، 
  لنكتب الآن ما شرحناه بالمعادلات،. Lفإن هذه القيمة هي ميل المماس 

( ) ( )
xt

xftfMQ −
−

=  

  .P وQونلاحظ أنه لكي يكون هناك قاطع يجب أن تختلف 
xtأي أن  ) نستطيع أن نجعل، x مستمرة عند fإذا كانت .≠ )( )tftQ , 

)تقترب من  )( )xfxp  تعريف إلىوهذا يؤدي  .x  تقترب منt يجعل ,
) عند L للمستقيم mميل المماس   )( )xfxP ,:  

   
( ) ( )

xt
xftfM

xt →
−

=
→

lim   

  .شريطة أن تكون النهاية موجودة
 فإذا وضعنا ،ويمكن كتابة هذا التعريف بطريقة أخرى أكثر شيوعا

hxt hxt أو −= xtما د وعن=+ oh فإن →   ، وتصبح المعادلة→
)( ( )

h
xfhxfm

oh

−+
=

→
lim  

  
  ):  1(مثال 

)إذا كانت  ) 2xxf =،c عدد حقيقي  
cx عند fأوجد ميل المماس لبيان   ) أ    x=−2وعند  =

) دأوجد معادلة المماس عن ) ب )4,2−p  
   :الحــل

                       ) أ
( ) ( )

h
xfhxfm

oh

−+
=

→
lim  

cxعند  =   
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                          ( ) ( )
h

chccm
oh

22

lim
−+

=
→

  

                 
h

chchc
oh

222 2
lim

−++
=

→
  

                                 
h

hch
oh

22
lim

+
=

→
  

                           ( ) chc
oh

22lim =+=
→

   

  c=−2 أي x=−2 دعن) ب
                                     ( ) ( ) 4222 −=−=−m  

  إذا معادلة المماس
                                         ( )11 xxmyy −=− 

                                ( )244 +−=− xy  
                                    044 =++ yx  

  
  معدل التغير: ثانياً 
) تتغير x كلما تغيرت  فإنهx دالة في fإذا كانت    )xf ولو أن 
( )xfy  من x فإذا تغيرت .y يناظره تغير في x  فإن أي تغير في =

a إلى b فإن التغير في x هو abx −=∆  
) هو  yوالتغير المناظر في  ) ( )afbfy −=∆   

 أيx،  نتيجة تغير yوالنسبة بين التغير في 
x
y

∆
∆  

) خلال الفترة x إلى بالنسبة yهي متوسط معدل تغير  )ba, وإذا رمزنا 
   نكتب،′avyلمتوسط معدل التغير بالرمز 
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                                   ( ) ( )
ab

afbf
x
yyav −

−
=

∆
∆

=′  

  إلى a تغيرت من x أي أن h صغير نسبياً وقدره xر في إذا كان التغي
ha hx فإن  + =∆،  

                                  ( ) ( )
h

afbafyav
−+

=′  

 ضئيل جداً فإن معدل التغير x أي التغير في ، تقترب من الصفرhكانت إذا 
ax عند اللحظييسمى معدل التغير  ) ويرمز له = )ay′  

)أي أن                            ) ( )
h

afbafy
h

av
−+

=′
→

lim
0

   

  . أن تكون النهاية موجودةبشرط
 تمثل موضع نقطة على t، y الزمن xوفي الحالة الخاصة التي تكون 

tx أيx المحور  =، ( )tsy =   
 في t بالنسبة للزمن s هي متوسط معدل تغير ،avvفإن السرعة المتوسطة 

  .فترة زمنية معلومة
 هي معدل التغير t أي السرعة عند لحظة معينة vوالسرعة اللحظية 

  . بالنسبة للزمنs للموضع اللحظي

( )haat +∈ ,   ( ) ( ) ,
h

ashas
av

−+
=υ )  السرعة المتوسطة(  

 ،             ( ) ( ) ( )
h

ashast
h

−+
=

→
lim

0
υ )  السرعة اللحظية(  

  
  ): 2(مثال 

 مترا عن سطح الأرض بحيث يعطى 512سقط جسيم من ارتفاع 
)ارتفاعه عن سطح الأرض  )ts عند زمن tثانية بالقانون ،  
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                                          ( ) 216512 tts −=  
  .سرعة الجسيم عن  ثانية) أ   أوجد 
  .سرعة الجسيم عند إرتطامه بالأرض)   ب  
  .متوسط سرعة الجسيم خلال حركته) جـ  

   :الحــل
                                ( ) ( ) ( )

h
ashast

h

−+
=

→
lim

0
υ  

  t=2وعندما )  أ
                                ( ) ( ) ( )

h
shs

h

222 lim
0

−+
=

→
υ   

      ( )( ) ( )( )
h

h
h

22

0

216512216512
lim

−−+−
=

→
  

         ( )
h

hh
h

645124416512 2

0
lim

+−++−
=

→
   

                                 
h

hh
h

2

0

1664
lim

−−
=

→
  

                                 ( )hh
h

1664lim
0

−−=
→

  

)                             sm) ثانية / متر (  ) 642 −=υ  
)يرتطم الجسم بالأرض عندما ) ب ) 0=ts،أ   

                                  stt 24051216 2 =⇒=+−  
                              ( ) ( ) ( )

h
shs

h

242424 lim
0

−+
=

→
υ  

( )
( ) ( )

h

h

h





 +−−



 ++−

=
→

51224165122416
24

22

0
limυ  
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( ) ( )

h

h

h





 −+−

=
→

22

0

242416
lim  

       [ ] [ ]
h

hh
h

2424242416
lim

0

++−+−
=

→
    

                                 ( )
h

hh
h

+−
=

→

2816
lim

0
  

                                ( )hh
h

+−=
→

2816lim
0

  

    ( ) sm181212824 −≅−=υ  
  t=0السرعة المتوسطة خلال الفترة من ) جـ

  h=24 أيt =24 إلى    

                                                ( ) ( )
24

024 ss
av

−
=υ  

                                  
( )

24

5125122416 2
−



 +−

=  

                                     sm264
24

5120
−=

−
=  

                                                 sm5.90−≅  
  

  ):3(مثال 
 فولت بحيث يعطى 100 هو Rفرق الجهد في دائرة كهربية مقاومتها   
 من قانون أوم، Rمقاومة  خلال الIالتيار

R
I 100

 I بالأوم، R حيث =

  .بالأمبير
  .R=20 وعندما R عند أيR  إلى لتغير  بالنسبة يأوجد المعدل اللحظ
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   :الحــل
   هو                                   R إلى بالنسبة Iمعدل تغير 

( ) ( ) ( )
h

RIhRIRI
h

−+
=′

→
lim

0
 

                                             
h

RhR
h

100100

lim
0

−
+=

→
  

                                     ( )
( )hRhR

hRR
h +

+−
=

→

100100
lim

0
  

                                  ( )hRhR
hRR

h +
−−

=
→

100100100
lim

0
   

                                               ( )hRhR
h

h +
−

=
→

100
lim

0
  

                                                 ( )hRRh +
−

=
→

100
lim

0
  

                                                             ( ) 2
100
R

RI =′  

   يكونR=20وعندما 

                   ohmAmpere          ( )
4
1

20
10020 2 −==′I  

أي أن التيار يتناقص بمعدل 







4
  . أمبير لكل واحد أوم زيادة1
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  1-3تمارين 
  

   ،)6 (إلى) 1(في التمارين من 
) عند fأوجد ميل المماس لبيان ) أ )( )afap   .  باستعمال التعريف,

  .a=2أوجد معادلة المماس عندما ) ب
)1  (( ) xxxf 45 2 −=  )2        (( ) 3xxf =  
)3     (( ) 23 += xxf  )4   (( ) 223 xxf −=  
)5   (      ( ) 4xxf =  )6     (( ) xxf 24 −=  
  

batpإذا كانت ) 7( +=،920=a،( )23.151=b، يعطى تقريبا 
  ،1950 – 1990لعدد السكان بالمليون في الولايات المتحدة أثناء الفترة 

  .t بالنسبة للزمن p لتغير اللحظيدل  أوجد المع.1950يناظر العام 
) 1989عام )              ب.tعند أي قيمة ) أ   )39=t    
 مليون 2.32اثبت أن متوسط معدل التغير السنوي خلال هذه الفترة هو   
  .كل عام  

  

  عند النقطةf أوجد ميل ومعادلة المماس للدالة) 11 (إلى) 8(من في التمارين 
)المعطاة وارسم  )fgr موضحاً عليه المماس عند p  

)8 (( ) ( )2,4, pxxf =  )9 (( ) ( )2,8,3
−−= pxxf  

)10 (( ) 





= 2,

2
1,1 p

x
xf  )11(  ( ) 






=

4
1,2,1

2 p
x

xf       
  

3xyأوجد نقطة المنحنى  ) 12(   .m=27 الذي يكون الميل عندها =
  

معلوم موضع نقطة متحركة كدالة في الزمن ) 16 (إلى) 13(في التمارين 
( )ts حيث tبالثواني ، sأوجد في كل تمرين. بالمتر ،  
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]السرعة المتوسطة في الفترات ) أ   ]2.1,1، [ ]1.1,1، [ ]01.1,1  
  .t=1السرعة عندما ) ب
)13   (( ) ttts 34 2 +=)          14    (( ) 232 ttts −=  
)15     (( ) tts −= 2)          16      (( ) ttts +=  
  

 ويصبح .m160 تسقط أقفاص منتجات غذائية من ارتفاع إنقاذرة ئطا) 17(
t16160 ثانية هو tارتفاع القفص عن سطح الأرض عند   أوجد .−

  .بالأرض وأوجد سرعة ارتطام القفص t=1سرعة القفص عند 
  

  :أوجد ) 19 (،)18(في التمرينين 
  . في الفترة المعطاةx إلى بالنسبة yمتوسط معدل تغير ) أ

  . عند الحد الأيسر للفترةtبالنسبة للزمن  y لتغير اللحظيالمعدل ) ب
)18  ([ ]5.3,3,22 += xy    )19   ([ ]4.2,2,23 2xy −=  
  

 بين نقطتين 0L حقيقة هامة وهي المسافة إلىأدت النظرية النسبية ) 20(
 ،L إلىتنكمش 

2

2

0 1
c

LL υ
 إذا كان النقطتان داخل مركبة تجرى ،=−

) هي سرعة الضوء υ ،cبسرعة  )sm8103×، أوجد المعدل 
  .υ بالنسبة للسرعة L لتغير طول جسم اللحظي

  c9.0=υعندما )                 بυعند أي )  أ  
  

 اللحظي المعدل لإيجاد x إلى بالنسبة yاستعمل تقريب متوسط معدل تغير ) 21(
ax ، عندx إلى بالنسبة yلتغير    .، مستخدما  مرة،   مرة أخرى=

)              أ  
4

cos10
2 +

=
x

xy   ،   21−=a  

)   ب  
1

sincos
2

22

+
+

=
x

xxxy ،       2=a  
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  Definition of Derivative  تعريف المشتقة2-3بند 
 مع معدل التغير أو السرعة أو ميل المماس معا تعاملنا في البند السابق  

  ،نهايات على الشكل

                        ( ) ( )
h

xfhxf
h

−+

→
lim

0
  

  يعادلها أ، ما

                             ( ) ( )
xt

xftf
xt −

−

→
lim  

 . وهي المشتقة،وهذه النهاية هي حجر الأساس للمبادئ الأساسية للحسبان
قة خلال دراستنا للحسبان في المسائل التي تتعرض لمعدلات نقابلنا المشت

 ونحن نقدم في .التغير ومن ثم فلها تطبيقات في معظم فروع العلوم التطبيقية
هذا البند بتعريف مشابه لهذه النهايات للمشتقة ونعطى بعض القواعد البسيطة 

اص  المشتقات بدون حساب النهايات مع بعض الخوإيجادالتي تمكننا من 
  .للمشتقة وترميزاتها

  تعريف المشتقة 
f هي الدالة fمشتقة الدالة "       تعطى بالمعادلة ′

( ) ( ) ( )
h

xfhxfxf
h

−+
=′

→
lim

0
 

  "بشرط وجود هذه النهاية   
)حصلنا على  فإذا ما )xf )إيجاد  نستطيع ′ )af axعند أي نقطة  ′  في =

  .fنطاق الدالة 
ذكرنا في تعريف المشتقة أن النهاية لابد أن تكون موجودة : قابلية التفاضل

) تكون لكي )xf  أما إذا .x قابلة للتفاضل عند f موجودة عندئذ يقال أن ′
 وعندما .x تكون غير قابلة للتفاضل عند fكانت النهاية غير موجودة فإن 
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) نعنى اوجد fأوجد مشتقة   أوfنقول فاضل  )xf   وبالمناسبة نجد أنه.′
)يجب أن نعرف الشكل الآخر لتعريف  )af    وهو ′

                               ( ) ( ) ( )
ax

afxfaf
ax −

−
=′

→
lim  

  :ومن ثم نجد أن من تطبيقات المشتقة التي نحن الآن على علم بها
)ميل المماس للمنحنى : المستقيم المماس) 1 )fgr عند نقطة ( )( )afa, 

)هو  )af ′.  
)إذا : معدل التغير ) 2 )xfy  عند x إلى بالنسبة y معدل تغير لأن ،=

ax ) هو = )af ′.  
at عند زمن pوحالة خاصة تكون سرعة نقطة    =.  
)هي    )as′، حيث ( )ts هو موضع النقطة عند زمن t.  

  

  ):1(مثال 
)إذا كان  ) 1123 2 +−= xxxf فأوجد :  

))  أ )xf )) ب        ′ )4f ))  جـ    ′ )2−′f        د  (( )af ′  
    :الحــل

  باستعمال التعريف    ) أ
                               ( ) ( ) ( )

h
xfhxfxf

h

−+
=′

→
lim

0
  

( )[ ] ( )[ ] ( )
h

xhxxhx
h

11123 22

0
lim

−+−+−−+
=

→
  

                              ( )
h

hhxh
h

1223
lim

0

−+
=

→
  

                                ( ) 1223lim
0

−+=
→

hx
h

  

                                                126 −= x  
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) في x=4بالتعويض عن ) ب  ) 126 −=′ xxf  
                       ( ) ( ) 1212464 =−=′f  

)بالمثل     ) جـ ) ( ) 2412262 −=−−=−′f  
)          )                   د ) 126 −=′ aaf  
  

  ):2(مثال 
)أوجد مشتقة الدالة  )xf من المبادئ الأولية :  

)                -أ ) 2xxf =  

)                -ب )
x

xf 1
=  

)         -جـ ) xxf += 1  
   :الحــل

                                 ( ) ( ) ( )
h

xfhxfxf
h

−+
=′

→
lim

0
  

)                      -أ ) 2xxf =   ،    ( ) ( )2hxhxf +=+    
                              ( ) ( ) ( ) 22 xhxxfhxf −+=−+  

                       222 2 xhxhx −+−=  
                                    22 hxh +=  

                                  ( )hxh += 2  
                                        ( ) ( ) hx

h
xfhxf

+=
−+ 2  

                                        ( ) xhxxf
h

22lim
0

=+=′
→

  

  إذن 
                                                          ( ) xxf 2=′  
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)              -ب )
x

xf 1
=  ،                  ( )

hx
hxf

+
=+

1  

( ) ( )
xhx

xfhxf 11
−

+
=−+  

                           ( )
( ) ( )hxx

hxx
hxx
hxx

+
−−

=
+
−−

=  

                                             
( )hxx

h
+

−
=  

                      ( ) ( )
( )hxxh

xfhxf
+

−
=

−+
=

1  

                               ( ) ( ) 20

11
lim

xhxx
xf

h

−
=

+
−

=′
→

  

)إذن                                               )
x

xf 1−
=′   

  

)           -جـ ) xxf += 1 ،   ( ) hxhxf ++=+ 1  
( ) ( ) xhxxfhxf +−++=−+ 11  
( ) ( )

h
xhx

h
xfhxf +−++

=
−+ 11  

  ( ) ( )
( )xhx

xhx
h

xhx
++++
++++

⋅
+−++

=
11
1111  

                             ( ) ( )
[ ]xhxh

xhx
++++

+−++
=

11
11  

[ ] [ ]xhxxhxh
h

++++
=

++++
=

11
1

11
  

  ( )
xxxhx

xf
h +++

=
++++

=′
→ 11

1
11

1
lim

0
  

)                                              إذن  )
x

xf
+

=′
12
1  
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)أوجد مشتقة الدالة :  )3(مثال )xf 1 عندما=x ،  

                                          
1
1

≥
<

x
x  ,

,
  ( )





−12

2

x
xxf  

    :الحــل

                                   ( ) ( ) ( )
h

xfhxfxf
h

−+
=′

→
lim

0
  

                                    ( ) ( ) ( )
h

xfhfxf
h

−+
=′

→

1
lim

0
  

    نجد أنx=1عند 
                                          ( ) 12

11
limlim ==
→→

xxf
xx

  

                                   ( ) ( ) 112limlim
11

=−=
++ →→

xxf
xx

   

                                                       ( ) 11 =f  
  .x=1 الدالة مستمرة عند ∴

  ،كذلك
                                        :                أولاً

                ( ) ( ) ( )[ ]
h

h
h

fhf

hh

111211
limlim

00

−−+
=

−+
++ →→

  

              2112_2
lim

0
=

−−
=

+→ h
h

h
  

  :ثانيا

                ( ) ( ) ( )
h
h

h
fhf

hh

1111 2

00
limlim

−+
=

−+
−− →→
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h

hh

h

121 2

0
lim

−−+
=

−→
 

                ( ) 22lim
0

=+=
−→

h
h

  

 أي أن ، نجد أن كلا النهايتين من اليمين ومن اليسار متساويتان،من أولاً وثانياً
  ، موجودة،النهاية

                         ( ) ( ) 211
lim

0
=

−+

→ h
fhf

h
  

)إذن                       ) 21 =′f  
  

  ):4(مثال 
)اثبت أن مشتقة الدالة  )xf 2 موجودة عند=x وأوجدها بينما غير 

) أي أن x=3موجودة  )xf 2 قابلة للتفاضل عند=x وغير قابلة 
  .x=3للتفاضل عند 

                    
3

32
2

≥
<≤

<

x
x

x
  

,
,
,

    ( ) [ ]








−

−+−
=

42

242

x
x

xx
xf  

   :الحــل
   x=2عند : أولاً 
             ( ) ( ) 2242

22
limlim =−+−=

→→
xxxf

hh
  

                     ( ) [ ] 2limlim
22

==
++ →→

xxf
hh

  

                                                   ( ) [ ] 222 ==f   
  .x=2إذن الدالة مستمرة عند 

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 11:40 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 159 

                                                                   
                                               

 ( ) ( ) ( )
h

fhff
h

222 lim
0

−+
=′

→
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                              2=  
  إذن النهاية غير موجودة،2=  والنهاية من اليمين 0=أي أن النهاية من اليسار 

)ومن ثم  )3f   .x=3 غير موجودة والدالة غير قابلة للتفاضل عند ′
)سبق نبحث أن  مما )xf هي دالة مستمرة على R وقابلة للتفاضل ماعدا 

  .x=3عند 
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  القواعد الأساسية للتفاضل
عملية إيجاد المشتقة قد تصبح بالغة الصعوبة إذا ما استعملنا التعريف في حالة 

أمكن إنشاء معادلات عامة  ولكن نحمد االله أنه ،الدوال التركيبية المعقدة
)وقواعد تمكننا من   إيجاد   )xf ′   

   . وفيما يلي نتدرج في ذكر هذه القواعد والمبرهنات.بدون استعمال النهايات
  مشتقة الدالة الخطية ) 1

)إذا      ) baxxf +=   
)فإن         ) axf =′      

  البرهان 

   ( ) ( )[ ] [ ]
h

baxbhxaxf
h

+−++
=′

→
lim

0
 

      a
h
ah

h
==

→
lim

0
       

   مشتقة المقدار الثابت) 2
 ( ) bxf =  إذا                        

( ) 0=′ xf    
  البرهان 

( ) 0lim
0

=
−

=′
→ h

bbxf
h

    

   :ةقاعدة القو) 3
) ، عدد صحيحnإذا كانت   ) أ ) nxxf =   

)  فإن    ) 1−=′ nnxxf  
oxشريطة أن    on عندما ≠ ≤ 
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  البرهان 
   عدد صحيح موجب من السهل إثبات أنnإذا كان 

( )( ) nnnnn axaaxxax −=+++− −−− 121 .....  
  أي أن 

121 ...... −−− +++=
−
− nnn

nn
aaxx

ax
ax  

   التعريف وباستعمال
( ) ( ) ( ) ( ) n

xt
xxf
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xftfxf =

−
−

=′
→

,lim  

   
xt
xt nn

xt −
−

=
→

lim  

       ( )121 .......lim −−−

→
+++= nnn

xt
xxtt  

         111 ..... −−− +++= nnn xxx  
         1−= nnx   

knسالب فإن، بوضع  عدد صحيح nوإذا كان  −= ،k ،0 موجب≠x 
  يكون 

                ( )
xt
xtxf

kk

xt −
−
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−−

→
lim  

                         
xt
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11
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                                 1.1 −−
= k

kk kx
xx

      

                                ( ) 1−−−= kxk  
                                      1−= nnx   

   تظل قاعدة القوة صحيحة لأنn=0وعندما 
                     ( ) 10xxf =،  ( ) ( ) 000 1 ==′≠ −xxfx   

  . لجميع الأعداد الصحيحةnnx−1 هي nxإذا مشتقة
إذا كان الأس هو  ) ب

n
1، nعدد صحيح موجب فإن لأجل ، ( ) nxxf 1= 

)يكون    )
11

1 −
=′ nx

n
xf  

  البرهان 

( ) ( )
h

xhxxf
nn

oh

11

lim
−+
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→

   

  ( )( ) nnnnnn vuvuvvuuvu −=++++− −−−− 1221 ...  
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1221 ....
1

−−−− ++++
=
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−

nnnnnn vuvvuuvu
vu   
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سبق نجد أن مبرهنة القوة صحيحة لجميع القوى الحقيقية صحيحة أو  مما
 ويصبح على . وسوف نثبت فيما بعد صحتها لقيم القوة غير القياسية.قياسية

  ،وجه العموم
) ،  R∈αإذا  ) αxxf     فإن=

                                    ( ) 1−=′ αα xxf  
   ،ومن ثم انظر الجدول التوضيحي
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2
3
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= x
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3
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1
3
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x
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11 −= x
x

  2
2 1

x
x −
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   الاستمرارية وقابلية التفاضل-3
  في نطاقها x قابلة للتفاضل عند كل قيمة لـfبين هنا أنه ليس كل دالة سن

 فإنها تكون غير قابلة للاشتقاق عند a غير مستمرة عند fوأنه إذا كانت 
a.ولبحث .ك أن كثير من الدوال المستمرة غير قابلة للتفاضل زد على ذل 

  ،قابلية التفاضل علينا أن نبحث وجود أو عدم وجود النهاية

                                    ( ) ( )
h

xfhxf
h

−+

→
lim

0
  

  مستمرة عندf ومن الناحية الهندسية نستطيع القول أن الدالة .من عدمه
 أما إذا .نقطة على بيانها إن لم يكن هناك أي قفزة أو كسر عند هذه النقطة

 يمر خلال النقطة بطريقة f ذلك نفاضل فإن بيان إلىكانت بالإضافة 
يوضح بعض ) 75( شكل .تدريجية ناعمة بدون أركان أو مماسات رأسية

  .بيانات دوال في الحالات مختلفة
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  )75(شكل 

  
على الرغم أن ليس كل دالة مستمرة تكون قابلة للتفاضل إلا أنه على العكس 

  .كل دالة قابلة للتفاضل تكون مستمرة
  :مبرهنة

   "a فإنها تكون مستمرة عند ،a قابلة للتفاضل عند fإذا كانت " 
   فإن ، قابلة للتفاضلf لنفرض رهان،الب

)موجودة                        ) ( ) ( )
ax

afxfaf
ax →

−
=′

→
lim  

)ولكن                           ) ( ) ( ) ( )
ax

afxf
ax

afxf
−
−

=
→
−  

 مستمرة  عند 
 قابلة للتفاضل

x  

( )xfy =  
y  

a  

a
 

a  

 تغیر تدریجي
وناعم عند     

f
 

  مستمرة  عند  غیر 
 قابلة للتفاضلوغیر  

x  

( )xfy =  

y  

a  a  

 aقفزة عند 

 فاضل وغیر  قابلة للمستمرة  عند  غیر 

x  

( )xfy =  

y  

a  

 aعند ∞ 

f
 

  مستمرة  عند
 قابلة للتفاضلولكن غیر 

x  

( )xfy =  
y  

a  
a
 

a  

       ركن عند
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)بما أن  )af   ، موجودة′
                                  ( ) ( ) ( ) 0lim ⋅′+=

→
afafxf

ax
  

                                               ( )af=  
  . انتهى البرهانa مستمرة عند ∴

  )قابلية التفاضل على فترة(تعريف 
] أنها قابلة للتفاضل على فترة مغلقة fيقال للدالة "  ]ba, إذا كانت f قابلة 

) للتفاضل على الفترة المفتوحة )ba, ،وكانت النهايتان +L ،Lموجودتان، حيث  
( ) ( ) ( ) ( )

h
bfhbfL

h
xfhafL

hh

−+
=

−+
=

−+ →

−

→

+ limlim
00

,"   

  )76(المشتقة اليسرى انظر شكل L− ، المشتقة اليمنىL+تسمى 
  
  
  
  
  

  )76(شكل 
b  x  

y  

a  

 L = المیل 

( )( )bfbR ,  
• • 

 
( )( )afap ,  

 L+=   المیل 
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  )Cuspالناب (تعريف 
)يقال أن "  )fgr عند " ناب "  لهax  a مستمرة عند f إذا كان =

  :مستمرة وتحقق الشرطين
              ( ) 1−∞→′ xf عندما      ax →  
              ( ) 2−−∞→′ xf عندما   +→ ax  

ax لما −∞أو العكس  →+ لما +∞ ،→ ax"   
  )77(كالمثال الموضح في شكل 

) لاحظ أنه إذا كان ) +∞→′ xf 

→−عندما  ax ،+→ ax لن 
 يكون هناك ناب وإنما فقط مماس

   .رأسي
)وبالمثل لو أن  ) −∞→′ xf من 

  )77(شكل           ) 78(الجانبين كما في الشكلي 
  
  
  
  
  
  
  
  

  )78(شكل 
  

• ( )( )afap ,  

a  
x  

y  

• a  
x  

y  

( )
−

→−∞→′ axxf  
• 

−∞→L  ∞→
+
L  

( )
+

→→′ axxf 0  
( )

−
→→′ axxf 0  
+

−→∞→ ax  

a−  0 

• 

( ) ∞→′ xf  
a  

x  

y  

+

−

→

→

ax

ax  
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)نا الدالة ذتخاإذا  ) 32xxf ) نجد أن ،= ) 3
1

3
2

−

=′ xxfأي    

( ) 33
2

x
xf =′،                                       

( ) −∞=′
−→

xf
x
lim

0
 

  

( ) +∞=′
+→

xf
x
lim

0
 

  كماx، 0=y=0لاحظ أنها مستمرة عند  (x=0 الدالة لها ناب عند  ∴
  ) 79(في شكل 

  
  
  
  
  
  

  )79(شكل 
  

  ترميز المشتقة  
)إذا كان  )xfy   ، فإن المشتقة الأولى يرمز لها بأحد الرموز الآتية=

( ) ( ) ( )xfDyDxf
dx
d

dx
dyyxf xx ,,,,, ′′  

 ،xDيسمى كل من 
dx
d مؤثر تفاضلي وكل من yDxأو  

dx
dy مشتقة y 

  . x إلى بالنسبة y أو تفاضل x إلىبالنسبة 

( ) 32xxf =  

x  

y  
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axإذا كان المراد حساب المشتقة عند     قد نكتب ، مثلا=

axdx
dy

=




  ،  iv      

axdx
dy

=

   ، iii    axx yD =
،  ii   ( )af ′ ،   i  

  فمثلا 
( ) xxDx 22 =            

( ) 3235 35 xx
d
d
x

=  

( ) 5
54 882

t
tt

dt
d

−== −−  

( ) 123
2

2

2

3 ==
== ϑϑ

ϑϑ
ϑd
d  

( ) [ ] 33, 1
2

1

3 ==





=
=

x
x

xx
dx
d  

( ) [ ] ( ) 24812129 31
8

31

8

34 ===





=
=

u
u

uu
du
d  

 فنسميها المشتقة الثانية أو التفاضل الثاني ، إيجاد مشتقة المشتقةإلىقد نحتاج 
f ويرمز لها بالرمز fللدالة ′′،   

( ) ( )[ ] ( )xf
dx
dxfxf ′=′′=′′  

        ( )( ) ( )( )xf
dx
dxf

dx
d

dx
d

2

2
=






=  

( ) ( ) yDxf
dx
dxf x

2
2

2
≡≡′′   

  ) عدد صحيح موجب n، nرقم (وبالمثل نستطيع الترميز للمشتقة الآتية 

)    بالرموز الآتية  )( ) ( ) yDfDxf
dx
dxf n

x
n

xn

n
n ≡≡≡  
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)  رتبة المشتقةnحيث  )( )xf n 1 وكلما كانت>n سميت المشتقات 
  فمثلا إذا كان. بالمشتقات  العليا

   ( ) 372xxf =  
 فإن                                                          

   ( ) 34
3

14 xxf =′  

  ( ) 31
9
56 xxf =′′  

  ( ) 32
27
56 −=′′′ xxf                                       

( )( ) 354
81

112 −−= xxf  

( )( ) 385
243
560 −= xxf  

  .....وهكذا
 
   أساليب التفاضل-4

  .نورد في هذا الجزء بعض القواعد العامة التي تساهم في تبسيط عملية الاشتقاق
      ، ثوابت حقيقية،a،b،c كل من ، دالتين قابلتين للاشتقاقf،g كانإذا
nعدد قياسي فإن :  
  

  )1(مبرهنة 

)                       -                 أ )( ) ( )( )xf
dx
daxfa

dx
d

=  

)  -                 ب ) ( )( ) ( )( ) ( )( )xg
dx
dxf

dx
dxgxf

dx
d

+=+  
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)  -                 جـ ) ( )( ) ( )( ) ( )( )xg
dx
dxf

dx
dxgxf

dx
d

−=−  

  البرهان 
    -أ

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
h

xfhxfc
h

xfahxfaxfa
dx
d

hh

−+
=

−+
=

→→
limlim

00
  

              ( ) ( ) ( )( )xf
dx
dc

h
xfhxfc

h
=

−+
=

→
lim

0
  

  )أ(انتهى برهان 
  
          -ب

( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
h

xgxfhxghxfxgxf
dx
d

h

+−+++
=+

→
lim

0

 ( ) ( ) ( ) ( )






 −+

+
−+

=
→ h

xghxg
h

xfhxf
h
lim

0
  

( ) ( ) ( ) ( )
h

xghxg
h

xfhxf
hh

−+
+

−+
=

→→
limlim

00
  

                            ( )( ) ( )( )xg
dx
dxf

dx
d

+=  

  )ب(انتهى برهان 
  

  .)ب( يتم البرهان تماماً كما في -جـ
  فمثلاً 

                            ( ) ( ) 3344 84222 xxx
dx
dx

dx
d

===  
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                          ،              ( ) ( ) 225 15355 xxx
dx
d

==  

                          ،          ( ) 2334 15852 xxxx
dx
d

+=+    

                         ،           ( ) 2334 15852 xxxx
dx
d

−=−  

  

  أوجد: )5(مثال 
                            ( )33352 234 +−++− xxxxx

dx
d  

  :الحــل
  

                          ( )33352 234 +−++− xxxxx
dx
d  

                        3
2

12158 23 −++−=
x

xxx  
  

  ):6(مثال 
  أوجد معادلة المماس لبيان الدالة
                               xxy 32 23

−=  
)عند النقطة       )1=x  

  :الحــل
                                  2132 32 −−= xxy  
                               2331

2
3

3
4 −− += xx

dx
dy  

  x=1ميل المماس عند النقطة 
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6

17
2
3

3
4

1
=+==

=xdx
dym  

                                    ،
1

3123
1 −==xy  

                                     132 −=−=  
  ،معادلة المماس

                                          ( )11 xxmyy −=−  
                                        ( ) ( )1

6
171 −=−− xy  

                                           171766 −=+ xy  
                                          023617 =−− yx  

  
  )قاعدة حاصل ضرب دالتين (  :)2(مبرهنة 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
dx

xgdxfxg
dx

xfdxgxf
dx
d

+=+  

  .تفاضل الأول× الثاني + تفاضل الثاني × الأول = أي تفاضل حاصل الضرب 
) لنعتبر :البرهان ) ( )xgxfy =  

( ) ( ) ( ) ( )
h

xgxfhxghxf
dx
dy

h

−++
=

→
lim

0
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
h

xgxfxghxfxghxfhxghxf
h

−+++−++
=

→
lim

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
h

xfhxfxg
h

xghxghxf
h

−+
+

−+
+=

→
lim

0
 

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 11:40 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 176 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
h

xfhxfxg
h

xghxghxf
hhhh

−+
⋅+

−+
⋅+=

→→→→
limlimlimlim

0000

( ) ( )( ) ( ) ( )( )xf
dx
dxgxg

dx
dxf +=  

  .انتهى البرهان
  ،ويمكن الصياغة على النحو

                              ( ) 212121 yyyyyy ′+′=′  
  

  ): 6(مثال 
)    إذا كانت ) ( )7114 2523 +−+−= xxxxxy    أوجدdxdy .  
  :الحــل

( ) ( ) ( ) ( )7118311254 232423 +−+−+−+−= xxxxxxxxx
dx
dy

 
    ( )236347 448201125 xxxxxx +−−−+=  
       ( 2345 213333 xxxx +−++  

     )xxxx 568888 234 −+−−  
     xxxxxxx 561535233205 234567 −+−−+−=  

  
  ):7(مثال 

)أوجد نقط بيان المعادلة   )23231 +−= xxxy  التي يكون عندها المماس
  .سياًأفقياً أو رأ
  : الحــل

( ) ( )23
3
132 23231 +−+−= − xxxxx

dx
dy  
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                                    ( ) 32

2
31

3
2332

x
xxxx +−

+−=    

                                      ( )
32

2

3
23323

x
xxxx

dx
dy +−+−

=  

                                                  32

2

3
2127

x
xx

dx
dy +−

=  

=0 لما  ،يكون المماس أفقياً
dx
dy  

                                                   02127 2 =+− xx  
                                                         

7
226 ±

=x  

→∞± لما ،ويكون المماس رأسياً
dx
dy0ى   أي عندما المقام يساو  

                                              0=x  
) إذن يوجد مماس رأسي عند ، مستمرةx، f=0ولما كان عند  )0,0  

  
  )قاعدة خارج القسمة( :3مبرهنة 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )2xg

xgxfxfxg
xg
xf

dx
d ′−′

=






  

تفاضل البسط ناقص البسط في × مشتقة خارج القسمة هي المقام  ،ونتذكرها
  .تفاضل المقام مقسوماً على مربع المقام

  البرهان 
)       ،إذا كان ) ( )xgxfy =   
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( )
( )

( )
( )

h
xg
xf

hxg
hxf

dx
dy

h

−
+
+

=
→

lim
0

 

      
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )xghxgh
hxgxfhxfxg

h +
+−+

=
→

lim
0

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )xghxgh

hxgxfxfxgxfxghxfxg
h +

+−+−+
=

→
lim

0
  

         ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )xghxgh

xghxgxfxfhxfxg
h +

−++−+
=

→
lim

0
  

          
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )xghxg
h

xghxgxf
h

xfhxfxg

h +

−+
−

−+

=
→

lim
0

  

                                      ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )2xg

xgxfxfxg ′−′
=  

  .انتهى البرهان
  

)                                     :نتيجة )
( )

( )( )2
1

xg
xg

xgdx
d ′−

=






  

  فمثلاً

                  
( )2222

1

2
1

1,11

+

−
−=








+
−=








x

x
xdx

d
xxdx

d  

  
  :     )7(مثال 

أوجد  
dx
dy ،     أ-  

32
133

2

34

+
+−

=
x

xxyب       -  
x

y
+

=
1

1  
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   :الحــل

)           -أ )( ) ( )( )
( )22

34232

32

413391232

+

+−−−+
=

x

xxxxxx
dx
dy    

      
( )22

452345

32

4121227361824

+

−+−−+−
=

x

xxxxxxx  

                           
( )22

2345

32

42736612

+

−−+−
=

x

xxxxx  

                          -ب
( ) 






 +

+

−
=

xxdx
dy

2
10

1

1
2

  

                                      
( )212

1

xx +

−
=  

  
  ):8(مثال 

 ، لبيان العلاقةx، 2=x=1أوجد معادلة المماس عند 
2

2
−

=
x

xy.  

  :الحــل
                      ( )( ) ( )

( )22
1222

−

−−
=

x
xx

dx
dy  

                                 
( )22

4
−

−
=

xdx
dy  

)                          x=1عند  )
21

12
−

=y  

                                       2−=y  
 ميل المماس                  ،         

( )
4

21
4

2
1

−=
−

−
==

=xdx
dym  
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   المماس هي معادلة
                   ( )11 xxmyy −=−  

                     ( )142 −−=+ xy  
                      442 +−=+ xy  

                       024 =−+ yx  
   x=2عند 

                    ( )
±∞→

−
=

22
22y  

 لأنها غير قابلة .يوجد مماس  وبالطبع لاx=2الدالة غير مستمرة عند 
  .للتفاضل أصلاً

  
  )قاعدة السلسلة  ( )4(مبرهنة 

)إذا كان "  )ufy = ، ( )xgu     وكلا من=
du
dy،  

dx
du  موجودان فإن  

)الدالة التركيبية  تفاضل )( )xgfy )   هو= ) ( )xguf
dx
du

du
dy

dx
dy ′′=⋅="  

  البرهان 
( )( ) ( )( )

h
xgfhxgf

dx
dy

h

−+
=

→
lim

0
 

      ( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )
h

xghxg
xghxg

xgfhxgf
h

−+
⋅

−+
−+

=
→

lim
0

 

      ( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )
h

xghxg
xghxg

xgfhxgf
hh

−+
⋅

−+
−+

=
→→

limlim
00

 

  ،لكن
)  ،h→0عندما   ) ( )xghxg →+  
)بجعل  ) axg =، ( ) thxg =+ أي  ut →     

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 11:40 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 181 

( ) ( ) ( ) ( )
h

xghxg
ut

uftf
dx
dy

hut

−+
⋅

−
−

=
→→

limlim
0

 

       ( ) ( )xguf ′′=  
  .انتهى البرهان

  ):9(مثال 

أوجد   
dx
du   23  إذا كانuy =  ،  xxu 22 −=   

  :ــلالح

         22 −= x
dx
du      21     و

2
3 u

dx
du

=  

   ،إذن

                                    
dx
du

du
dy

dx
du

⋅=  

                            ( )22
2
3 21 −= xu  

                      ( ) ( )123
212 −−= xxx  

  أي أن

                    ( ) ( ) ( )222
2
32

212232 −−=− xxxxx
dx
d  

                       ( ) ( )123
212 −−= xxx  

  وعموماً 
nuyإذا كان   =       ،     ( )xgu =  

  فإن 

                    ( )xgun
dx
dy n ′⋅= −1  

  ،أو نكتب
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        ( )[ ] ( )[ ] ( )xgxgnxg
dx
d nn ′⋅= −1  

  
  ):10(مثال 

    أوجد 
dx
dy  .أ  (( )523 64 +−= xxy722 -   ب −+= xxy  

  : الحــل

))        أ ) ( )xxxx
dx
dy 83645 2423 −+−=  

))      ب ) ( )2272
2
1 212 +−+=

−
xxx

dx
dy   

            
72

1
2 −+

+
=

xx
x    

    
  ):  11(مثال 
)أوجد    )xf )           عندما′ ) ( ) ( )65 dcxbaxxf ++=  

dcba                                     ثوابت حقيقية  ,,, .  
  : الحــل

( ) ( ) ( ) ( ) ( )5665 bax
dx
ddcxdcx

dx
dbaxxf +++++=′  

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )abaxdcxcdcxbax 4655 56 +++++=  
          ( ) ( ) ( ) ( )[ ]dcxabaxcdcxbax +++++= 5654  
          ( ) ( ) ( )[ ]adcbxdcadcxbax 56654 +++++=  
          ( ) ( ) ( )adcbcaxdcxbax 561154 ++++=  

( )xf    ومن المستحب أن يتذكر الطالب . قد تسمى أيضاً المعامل التفاضلي′
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  ، على النحو21n ،  1−=n،  0=n في الحالات الخاصة nxتفاضل

xتفاضل جذر  ) أ
الجذرضعف

=
1  

                     





 =

x
x

dx
d

2
1  

   تربيعx ناقص واحد على =xتفاضل واحد على ) ب

                     





 −

=







2
11

xxdx
d  

  0= تفاضل المقدار الثابت ) جـ

                      ( ) 





 = 0c

dx
d  

  ،وبإدخال قاعدة السلسلة نجد أن
   الجذر تتح تفاضل ما× واحد على ضعف الجذر = تفاضل الجذر ) 1

                      





 ⋅

−
=

dx
du

u
u

dx
d

2
1  

  تفاضل الدالة× ناقص واحد على مربع الدالة = تفاضل واحد على دالة ) 2

               ( ) ( )[ ]
( )xg

xgxgdx
d ′−

=















2

11  

  
  )12(مثال 

            أوجد 
dx
dy ، 0 ومعادلة المماس لما=x     

( )
1

11 2
32

+
++=

x
xy  
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  : الحــل

( )
( ) ( )

( )
( )













+
−+⋅

+
++

= x
x

xx

x
x

dx
dy 2

1

1213

1
11

1
22

22

2
32

2
  

       
( )

( )
( ) 














+
−+⋅

+
++

= 22

22

2
32

2
1

1132

1
11

1

x
xx

x
x

 

   
( )

( )
( ) 














+

−+

++

+
= 22

42

42

2

1

113

11

1

x

x

x

xx  

        
( )

( ) ( ) 23242

42

11

113

++





 −+

=

xx

xx
 

  x=0عندما 

 211 =+=y  
0=′y  

( )11 xxmyy −=−  
02 =−y  

  .x وهو مستقيم يوازى المحور y=2معادلة المماس 
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  : التفاضل الضمني والتفاضل البارامتري: 3.3بند 
 implicit differentiation :التفاضل الضمني: 1

)  كانإذا   )xf= y   فإنy تسمي دالة صريحة فيx  وكذلك المعادلة 

0=  ( )xf- yلة  تعين نفس الداf.  
xxy  فإذا كتبنا  53 2   xفي دالة صريحة     y نقول          =−
053    المعادلة  3 =+− xxy   تعين نفس الدالة        ( ) xxxf 53 2 −=  

) لو عوضنا لأننا )xf= y نحصل على ،:  
( )

00
05353

05353
23

22

=
=+−−

=+−−

xx

xxxx

  

  x صحيحة مهما كانت لأنهاوهي متطابقة 
053   المعادلة فيولكن  3 =+− xxy نقول أن ،y  تتعين ضمنا من هذه

 يمكن الأحوال جميع فيهي دالة ضمنية وبالطبع ليس  yأو أن . المعادلة
  :  دالة صريحة، فمثلا، المعادلةإلىتحويل الدالة المعرفة ضمنيا 

xyxyxy 22 222 =++−  
 فيوهدفنا ، x فيكدالة صريحة  yولكن يصعب إيجاد  yتتضمن دالة ضمنية 
 تحويلها إلى هو إيجاد مشتقة الدالة الضمنية دون الحاجة 3.4هذا الجزء من البند 

 :  من دالة ضمنية فمثلا المعادلةأكثرلدالة صريحة وأحيانا ما تتضمن المعادلة 

1622 =+ xy  
  : هما  دالتين صريحتينإلىيمكن تحويلها 

216 xy −±=  
): أي ) 216 xxf −=      ،      ( ) 216 xxg −−=  
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 معرفة ضمنيا، نستعمل طريقة تسمى التفاضل الضمني، f تفاضل دالة ولإيجاد
ثم نوجد  ) x(وفيها نفاضل كل حد من حدود المعادلة بالنسبة للمتغير المستقل 

dx
dy  

  :من الناتج مع ملاحظة أن
( ) ( ) y

dy
ydgyg

dx
d ′= .  

  
  ): 13(مثال 
xyxyyx   :  كانإذا   −=+−+ 253 2244  

) قابلة للتفاضل أوجد fضمنيا، و  fتعرف دالة  )xf ′    
  : الحــل

  x إلىفاضل مباشرة بالنسبة 
1210644 33 −′=+′−′+ yxyyyyx  
 إلى الطرف الأيسر وباقي الحدود إلى ′y تحتوى التيأنقل جميع الحدود 

  : الطرف الأيمن
33 4101263 xxyyyyy −−−=′−′−′  

  ,عاملا مشتركا  ′yخذ 
( ) ( )32 4101263 xxyyy ++−=−−′  

  ،′yأوجد 
( )

3
151,

263
4101

2

3

±≠
−−

++−
=′ y

yy
xxy  

  أو

( ) ( )
( )( ) ( ) 263

4101
2

3

−−

++−
=′

xfxf

xxxf  
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  : 14مثال
   :اوجد معادلة المماس لبيان المعادلة  

1543 24 +=−+ xxyy  
  x=1عند النقطة   

  : الحــل
  ،x   إلىفاضل بالنسبة 

5833 3 =−′+′ xyyy  
( ) xyy 834 3 =+′  

4
3

−≠y  034   أو,
34

8 3
3 ≠+

+
=′ y

y
xy  

  x=1  عند   
15432 +=−+ yy  

01032 =−+ yy  
( )( ) 052 =+− yy  

5−=y، 2=y  
  :، هما x=1ذاً يوجد نقطتان عندهما إ

)2,1(1P    ،)5,1(2 −P  
   على الترتيب P1 ،P2عند : ميل المماس

3)2(4
)1(8

31 +
=m  ،

3)5(4
)1(8
32 +−

=m  

35
8

1 =m      ،
479
8

2 −
=m  

  : إذن   هما P1 ،P2معادلتا المماسين عند 
   1Pعند 

( )11 xxmyy −=−  
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( )1
35
82 −=− xy  

887035 −=− xy  
062358 =+− yx  

  2Pوعند 

( )1
497

85 −
−

=+ xy  
882395497 +−=+ xy  

23874978 ++ yx  
  

  ): 15(مثال
)أوجد النقط، الواقعة على بيان الدالة    )xfy  منيا بالمعادلةض والمعرفة =

2522 =+ yx ،0543 يكون عندها المماس موازي للمستقيم التي =++ yx.  
   :الحــل

  xنوجد ميل المماس بالتفاضل مباشرة بالنسبة لـ 
022 =′+ yyx  

xyy 22 −=′  

y
xy −=′ 

  نوجده ولو بنفس الطريقة : المستقيموميل 

4
3043 −=′⇒=′+ yy  

  المستقيم عندما يتساوى الميلان، // المماس 

4
3

−=−
y
x  

3                                     أي،
4xy =  
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2522                      معادلة فيبالتعويض  =+ yx  
25

9
16 2

2 =+
xx  

25
9

25 2

=
x  

92 =x  
  x   ،  3−=x=3                                  إذن

                                       4=y   ،  4−=y  
  يوازيا المستقيم المعلوم ) -3 , -4( ، )3,4( سان عند  المما

  
  ):16(مثال 

   كان إذا 
222 =−++ xyyx  

xdx=0أوجد،     
dy  0ومعادلة المماس عند=x  

   :الحــل
  x: إلىفاضل الطرفين بالنسبة   

( ) 0
2
21

22
=

−

−′
+′+

xy
xyyy 

02222 222 =−′+−′+− xyyxyyxy  
( ) 2222 xyxyxyy −−=+−′  

22

22

xyy
xyx

y
−+

−−
=′  

  ،  x=0من معادلة المنحنى عندما   
20 =++ yy  

1=y  
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  هو ) 0,1( وميل المماس عند النقطة 
( ) ( )

011
0101,00

0 −+
−−

=′==
=

ym
dx
dy

x  

2
1−

=m  
  : معادلة المماس هي

( )11 xxmyy −=−  
( )0

2
11 −−=− xy  

xy −=− 22  
022 =−+ yx  

  

  ):17(مثال
1543إذا كان      34 +=−+ xxyy    اوجدy ′′.  

   :الحــل
51234 23 =−′+′ xyyy  

( ) 51234 23 +=+′ xyy ) 1   (             

34
512

3

2

+
+

=′
y
xy ) 2   (                          

   ، xمرة أخرى نسبة إلى ) 1(بتفاضل 
( ) ( ) xyyyyy 243412 32 =+′′+′′  
( ) 223 122434 yyxyy ′−=+′′  

  ) 2( من ′yبالتعويض عن 

( ) ( )
( )23

22
23

34

512122434
+

+
−=+′′

y

xyxyy  

( )
( )

( )33

222

23 34

51212

34

24

+

+
−

+
=′′

y

xy

y

xy  
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  ): 18(مثال
)إذا كان  ) xyyx =+ 2  
  اثبت أن

                 ( ) 02222
2

2

2
=+






+++

dx
dy

dx
dy

dx
ydyx  

   :الحــل
   ،xفاضل بالنسبة إلى 

( ) ( ) yyxyyx +′=′++ 12  
  فاضل مرة ثانية

( ) ( ) ( ) ( ) yyyxyyyyx ′+′+′′=′+′++′′+ 1122  
( ) yyxyyyyx ′+′′=′++′′+′′ 21222 2  

( ) ( )( ) 01222 2 =′−′++−+′′ yyxyxy  
( ) ( ) 0122 2 =+′+′+′′+ yyyyx 

)  انتهى البرهان ) 02222
2

2

2
=+






+






++

dx
dy

dx
dy

dx
ydyx                                

 
  Parametric Equations: المعادلات البارامترية )2

  نقدم طريقة جديدة لوصف المنحنيات المستوية2-4في هذا الجزء من بند   
 دالة مستمرة fفإذا كانت . ين للمنحنىباستعمال ما يسمى بالمعادلتين البارامتريت

)فإن )fgrللمنحنى المستوى كثر عمومية والتعريف الأ.  يسمى منحنى مستوى
  : هو

  :تعريف
)أزواج مرتبة  من cالمنحنى المستوى هو مجموعة  ) ( )( )tgtf  f بحيث ,

   .                     lمستمرتان على فترة   gو 
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  . وقد اعتدنا للتبسيط استعمال كلمة منحنى فقط بدلا من منحنى مستوى 
) في التعريف السابق يتكون من جميع النقط cوبيان  ) ( ) ( )( )tgtftP ,= 

  . l في الفترة t لقيم xyفي المستوى 
  والمعادلتان ، 

l∈t , ( )tgy = , ( )tfx =  
  . t بالبارامتر c يسميان المعادلتان البارامتريتان للمنحنى

 .t بالوسيط c وأحياناً يقال المعادلتان الوسيطيتان للمنحنى

 من tوللحصول على الصورة الديكارتية لمعادلة المنحنى ، نحذف البارامتر 
  .يتين المعادلتين البارامتر

( ) ( )xgxf 11 −− = 

( )( )xfgy 1−=  
  أو 

( )( )ygfx 1−=  
   منحنى معادلته البارامتريتين هما Cفمثلا إذا كان 

                                 21 ≤≤− t  ,  12 −= ty ,  tx 2=  
  :للحصول على شكل المنحنى دعنا نكون الجدول الآتي

t  1-  
2
1

−  0 
2
1

 1 
2
3

 2 

x  2-  1-  0 1 2 3 4 

y  0 
4
3

−  -1  
4
3

−  0 
4
5

 3 

   .)84(توقيع هذه النقط في المستوى الكارتيزي يؤدي إلى الشكل الواضح في شكل 
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)84(شكل   
 

. دلتين من المعاt الصورة الديكارتية لمعادلة المنحنى دعنا نحذف ولإيجاد

 نجد tبحل الأولى بالنسبة إلى 
2
xt =  

  وبالتعويض في الثانية

1
2

2
−






=

xy  

1
4
1 2 −= xy  

وهي معادلة من الدرجة الثانية سبق دراستها تمثل قطع مكافئ متماثل بالنسبة 
  ) .84(ماً كالمبين في شكل   تماyللمحور

 إيجادإذا أمكن الحصول على الصورة الديكارتية كان من السهل إذن 
dx
dy 

ولكن دورنا الآن الحصول على 
dx
dy بدون التحويل إلى الصورة الديكارتية 

  مثل . التي يصعب غالباً الحصول عليها

21;1,2 2 ≤≤−−== ttytx  

y  

x  

4    3    2  

• 

• 

• 

• • • 
• 

1−=t  

1-     2-  

2=t  

C  

2
3

=t  

1=t  

2
1

=t  0=t  
2
1

−=t  
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( )
( )1

1, 2

2

+
−

=
t
tby    

21
2

t
atx

+
=  

  أ،
                          2311, tty −+=   32ttx −=  

  وهكذا لذلك نورد المبرهنة التالية ،
  

  )مشتقة الدالة المعرفة بارامتريا  ( :مبرهنة 
)إذا علم المعادلتين البارامتريتين " )tfx = ،( )tgy   لمنحنى أملس متصل=

C فإن ميل المماس 
dx
dy للمنحنى عند  ( )yxp    هو ,

0, ≠
dt
dx    

dt
dx

dt
dy

dx
dy

="    

 لترمز ′y أي Primeوقد اعتدنا استعمال الشرطة 
dx
dy ولأن نستعمل النقطة 

dot أي y& ،أ x& لترمزان إلى 
dx
dy ، 

dx
dy أي أن ،.  على الترتيب  

0, ≠x&   
x
yy
&

&
=′  

  استعمال دالة الدالة ، حيث والبرهان يأتي مباشرة ب

x
y

dtdx
dtdy

dx
dt

dt
dy

dx
dy

&

&
==⋅=  

  وللحصول على المشتقة الثانية ،
                            ( )

x
y

dtdx
dtydy

dx
dy

&

⋅′
=

′
=′=′′  

  ويجب ملاحظة أن ،
                                                    

x
yy
&&

&&
≠′′  

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 11:40 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 195 

  )19(مثال 
   هو منحنى ممثلاً بارامتريا على النحو Cإذا كان 

Rtttyttx ∈−−=−= ,15,3 23  
  t=2 عند نقطة بارامترها Cأوجد معادلة المماس لـ   ) أ 

  .y أو المحور xأوجد النقطة التي يوازى المماس عندها المحور  ) ب

2أوجد ) جـ

2

dx
yd  

  .Cأوجد المعادلة الديكارتية للمنحنى   ) د
   :الحــل

)                       أ
x
yy
&

&
=′  

                   
33
52

2 −
−

=′
t
ty  

) هما،t=2ميل المماس عند  ) 22323 =−=x،712522 −=−×−=y  
)معادلة المماس ،  )11 xxmyy −=−  
                  ( )2

9
17 −−=+ xy  

                   0619أي =++ yx  

بما أن    ) ب
x
yy
&

&
=′  

   أيy& =0 لما xالمحور // المماس ) 1ب
052عند                        =−t  

                              25=t  

والنقطة هي              





 −

4
29,

8
65  
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   أيx& =0 لما yالمحور // المماس ) 2ب
                  033 2 =−t  

                       1±=t  
  أي أن هناك نقطتان يكون عندها المماس رأسيا هما ،

          ( )5,21 −≡=t   ،   ( )5,21 ≡−=t  

))          جـ )
x
yy
&

′
=′′  

              ( ) ( )( ) ( )( )
( )22

2

33

652233

−

−−−
=′

t

ttty  

                  
( )22

22

19

301266

−

+−−
=

t

ttt  

                       
( )22

2

19

6306

−

−+−
=

t

tt  

                        
( )22

2

13

2102

−

−+−
=

t

tt  

                          ( )
33

13

2102

2

22

2

−
−

−+−

=′′
t
t

tt

y  

   المعادلتين ، منtنحاول حذف ) د
                                    ( )32 −= ttx  
      ،                           152 −−= tty  
                                  152 ++= tyt  

                                ( )25 −+= tytx  
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                                 25 2 −+= ttyx  
                     ( ) ttyty 2155 −+++=   

                    ttyty 25255 −+++=  
                          5523 +++= ytty  

                                    ( )2355 +=−− ytyx     ⇒  
                                    

23
55

+
−−

=
y

yxt  

   ،yبالتعويض في معادلة 

                    1
23

555
23

55 2

−







+

−−
−








+

−−
=

y
yx

y
yxy  

  ومنها
 ( ) ( ) ( ) ( ) 231201055231 2 −≠−−−−=++ yyxyxyy  

  وهي المعادلة الديكارتية للمنحنى
  .نى يوضح بيان المنح) 85(وشكل 

                            
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  )85(شكل 

y  

Rt
tty

ttx
∈







−−=

−=

15

3
2

3
 

( )5,2  







 −

4
29,

8
65  

( )7,2 −  
( )5,2 −−  • 

• 
 

• • 
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  2-4تمارين 
  

 بحيث f، بفرض أن المعادلة تعين دالة قابلة للتفاضل )20(إلى ) 1(من 

( )xfy   ، أوجد =
dx
dy.  

1   (1032 22 =+ yx  
2  (xyyx =− 44 25  
3  (52 223 =++ yyxx  
4  (625 322 =++ yyxx  
5  (0432 222 =−− yxyx  
6  (02 22224 =++−+ xyxxyyxx  
7  (93131 =+ yx  
8  (163232 =+ yx  
9  (3=+ yx  

10 (72 =+ xyx  
11  (62 3 =+− yxyx  

12  (
yx
yxy

−
+

=  

13  (
3
2

−
+

=
xy
yy  

14  (
3
2

−
+

=
xy
xx  

15 (xyyxy 322 +−=  
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16  (024222 =−−+ xyxy  

17  (
2
111

=+++
yx

y
y
x

x
  

18  ([ ] 23222 1 yxy −+=  
19 (( ) 2222222 4 bxaayx =−++  
20  (133 =− yx  
  Ρ عند النقطة والعموديأوجد معادلة المماس ) 29(إلى ) 21(من 
21     (016 =+xy  ،  ( )8,2−Ρ  

22     (1
1216

22
=+

yx  ،  ( )3,2Ρ  

23     (54 22 =− xy ،                 ( )3,1−Ρ  
24    (012 223 =−+− yyxx     ،  ( )3,2 −Ρ  
25    (2732 =+ yxy                ،  ( )3,2Ρ  
26    (5645 22 =− yx  ،              ( )3,2−Ρ    
27    (7249 22 =− yx  ،              ( )3,2Ρ      
28    (352 22 =− yx  ،                ( )1,2−Ρ    
29    (4023 22 =− xy  ،              ( )4,2 −Ρ    
02222 اثبت أن معادلة المماس للدائرة،) 30 =++++ cbyaxyx  
)د نقطة عن )11, yxعلى محيطها هي   

( ) ( ) 01111 =++++++ cyybxxayyxx  
  ثبت أن معادلة المماس للقطع الناقص ا) 31

                       0, >> ba  12

2

2

2
=+

b
y

a
x  
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)عند    )11, yxΡ12   هي
1

2
1 =+

b
yy

a
xx  

12  المماس للقطع الزائداثبت أن معادلة ) 32

2

2

2
=−

b
y

a
x   

)عند النقطة    )11, yxΡ 12  هي
1

2
1 =−

b
yy

a
xx  

  

بمركز القطع ) 31تمرين(  على القطع الناقص ياثبت أن إذا مر العمود) 33
  .فإن القطع يكون دائرة ) 0،0(  

  

  أوجد معادلة المماس لبيضة كاسينى ،) 34
                       ( ) 4222222 4 bxaayx =−++  

) عند النقطة a ، 6=b=2عندما    )2,2Ρ  
  

0333 للمنحنى يأوجد معادلتي المماس والعمود) 35 =−+ axyyx  
) عند النقطة a=2عندما    )6,6Ρ  

  

)للمعادلة  ) 35(كرر تمرين ) 36 ) xyayx 2222 2=+  
   ،2=a ،  ( )1,1Ρ  
xyأوجد النقط التي يوازي عندها المماس المستقيم    =.  

  

 عند النقطة والعموديأوجد معادلتي المماس ) 42(إلى ) 37(في التمارين من 
  :عطاةالم
)37  (1,1 22 −=+= tytx ،    22 ≤≤− t  1   ،عند=t  
)38  (1,1 33 −=+= tytx ،     22 ≤≤− t  1  ،عند−=t  
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)39  (32,54 2 +=−= tytx ،  Rt   t=2عند           ،  ∋
)40    (2323 , tytx == ،       Rt   t=64         ،   عند  ∋
)41   (43, +== tytx ،      0≥t  4          ،عند=t  
)42    (1222 =−+ xttx ،     2122 =−+ ytty    

   .0 أكبر من t ،  x ، y=−1          عند  
  .المنحنىأوجد الصورة الكارتيزية لمعادلة ) 41(إلى ) 37(في التمارين من  ) 43(
3txأوجد النقطة على المنحنى   )44( −=  ، tty 186 2 −−=  

  0)       ب2)  يكون عندها ميل المماس أ       
ttxأوجد النقطة على المنحنى   )45( += 2  ، 35 2 −= ty  

  -1)         ب4) يكون عندها ميل المماس أ  
  

 التي يكون عندها Cنى أوجد نقط المنح) 48(إلى ) 46(في التمارين من 
22المماس أفقياً أو رأسياً وأوجد  dxyd ثم أرسم بيان C.  

)46 (tty −=
3 , tx 3

= ،  Rt ∈  
)47 (tyttx =−= ,63 2 ، 0≥t  
)48  (ttyttx 5,12 23 −=−= ،  Rt ∈  

) هو المنحنى  Cإذا كان  ) 49( )
22

2

1
6,

1
12

t
ty

t
tx

+
=

+
−

=  

0944اثبت أن         2 =+′+′′ yyy  

3xاثبت أن ،    ) 50(
xyyxy

&

&&&&&& −
yد يجاإ   واستخدم هذه الصيغة في ′′= ′′ 

  .      عند النقطة المعطاة ) 41(إلى ) 37(للتمارين من 
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في هذا الباب سوف نفحص النهايات التي تحتوى على دوال مثلثية 
ل  هذه الدوال وعندما نناقش نهاية تحتوى على نسبة مثلثية مثومشتقات

xsin، tcos، θtan، وهكذا سوف نفترض دائماً أن المتغير x، t أو 
θن بعض مبرهنات الدوال لآ ولسوف ا. هو زاوية مقاسة بالتقدير الدائري

  .ية الهامةالمثلث
  

  . نهايات الدوال المثلثية1-4بند 
   1مبرهنة 

0sinlim
0

=
→

θ
θ

،  1coslim
0

=
→

θ
θ

  

  
  البرهان 

كما في شكل  Uلنعتبر دائرة الوحدة 
  في وضعها القياسيθ والزاوية) 86(

  والمحورΟΡبين الراسم  المحصورة
x  موجبة عندما ندور منx  عكس

         .عقارب الساعة
  )86(شكل                             

y  

U  

M→← θcos  0 
θ  

1 

° 

° 

↓

↑
θsin

 
( )θθ sin,cosΡ  

( )XA 0,1  
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  ومن تعريف الجيب وجيب التمام
  وينتج أن  الوتر  =وجيب التمام،   الوتر  =الجيب (   المجاور  المقابل

  θsin أيθ جا= θالوتر جا= المقابل    
هما Ρحداثي النقطة إنجد أن ) θcos أيθ جتا= θالوتر جتا= والمجاور 

( )θθ sin,cos، 0ح أن إذا ويتض→θ 0 فإنsin →θ1  وcos →θ  
 نقول إذا كان ،ولبرهان النهايتين

2
0 πθ >ΡΑ<ΜΡ ، فإن>>

)
حيث  0

ΜΡ طول القطعة المستقيمة ΡΜ، ΡΑ
 إلى Α طول القوس الدائري من (

Ρ.  
  ،من تعريف الزاوية بالتقدير الدائري

  طول القوس  
  نصف القطر 

=θ   
 

                                      
1
ΡΑ

=
)

  

          أيθ=ΡΑ
)  

θθإذن      << sin0  
  أن ) الانحصار(يتبع من مبرهنة السندوتش 

θ، 0sin0→0لما  << θأي    
                                    0sinlim

0
=

→
θ

θ
  

   كذلك،وهو أول مطلوب
θθ

θθ

2

00
sin1cos limlim −=

→→
  

                            101 =−=  
  .انتهى البرهان
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  )2(مبرهنة 

1sin
lim

0
=

→ θ
θ

θ
  

  البرهان
 Uحيث) 87(بالرجوع إلى شكل 

 وبفحص المثلث ،هي دائرة الوحدة
OAQ،     المقابل     

   = ومن تعريف الظل 
           المجاور            

   
1

tan QA
oA
QA

==θ  

        θtan=⇒ QA  
  ،سبق ومما

        θsin=MP 87(                                 شكل(  
  ونلاحظ من الرسم

 AOPلمثلث  مساحة ا>POA مساحة القطاع >AQQمساحة المثلث 
  ،ولكن من هندسة الشكل

( )( ) θθ sin
2
1sin1

2
1

2
1

==×=∆ PMOAAOP  

( )( ) θθ tan
2
1tan1

2
1

2
1

==×=∆ AQOAAOP  

θθ
2
1

2
1 2 == r مساحة القطاع الدائري AOP  

0sin    إذن
cos
sinsin

2
1

≠÷<< θ
θ
θθθ  

θθ
θ

cos
1

sin
1 <<  

• 
Ρ  

Q  
• 

1 

θ  

M  ( )0,1A  x  0 

U  

↓

↑
θtan  

y 
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θ
θ

θ cossin1 >>  

1sincosأو  <<
θ

θθ  

1coslimوحيث أن 
0

=
→

θ
θ

  θ→0 فإن عندما  ،

                              1sin1 <<
θ

θ  

1sinأي أن                       
lim

0
=

→ θ
θ

θ
  

  انتهى البرهان
  

  )3(مبرهنة 

0cos1
lim

0
=

−

→ θ
θ

θ
  

  
  البرهان

          ( ) ( )
( )θ

θ
θ

θ
θ

θ
θθ cos1

cos1cos1cos1
limlim

00 +
+

⋅
−

=
−

→→
  

                       ( )θθ
θ

θ cos1
cos1 2

0
lim +

−
=

→
  

                       ( )θθ
θ

θ cos1
sin2

0
lim +

=
→

  

             
θ

θ
θ

θ
θθ cos1

sinsin
limlim

00 +
⋅=

→→
  

                               0
11

01 =
+

⋅=  
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  )1(مثال 
  :أوجد النهايات الآتية 

1 (  
θ

θ
θ 2

5sin
lim

0→
  2(  

θ
θ

θ 4
tan

lim
0→

  

3(  
x

xx
x 4

cos332
lim

0

−+

→
  4(  20

cos1
lim

x
x−

→θ
  

   :الحــل
1  (       ( )

( )θ
θ

θ
θ

θθ 5
5sin

2
5

2
5sin

limlim
00 →→

=  

            
θ

θ
θ 5

5sin
2
5

lim
05 →

=  

                  
2
51

2
5

=×=  

2 ( 
θθ

θ
θ
θ

θθ cos
1sin

4
1

4
tan

limlim
00

⋅⋅=
→→

      

             
4
1

4
11

4
1

=××=  

3   (( )






 −

+=
−+

→→ x
x

x
xx

xx

cos132
4
1

4
cos332

limlim
00

  

                  ( )
2
1032

4
1

=×+=  

4(( )( )
( ) ( )xx

x
xx

xx
x

x
cos1

cos1
cos1

cos1cos1cos1
2

2

02020
limlimlim

+
−

=
+

+−
=

−

→→→ θθθ
  

                                     
( )xx

x
cos1

sin
2

2

0
lim

+
=

→θ
  

                                       ( )
2
1

11
11 2 =
+

⋅=  
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   أوجد النهايات)4(مثال 

1      (
2

cos
lim

2
ππ −

→
x

x

x

      2(      
θ
θθ

θ
4

3

0 sin
sin

lim
→

  

3  (
1

cos2
2

2

0
lim

+
+

→ x
xx

x
      4        (

1
csc
20

lim
+→ x

xx
x

  

   :الحــل
txبوضع ) 1 =−

2
π  ، 

2
0 π

→⇐→ xt  

        ، 
2
π

+= tx  إذن،  

t

t

x

x
tx







 +

=
− →→

2
cos

2

cos
limlim

0
2

π

ππ
  







 +

2
cos πt زاويتها منسوبة إلى 

2
π تتحول إلى tsin ولكن 

2
π

+t في 

   سالب θcosالربع الثاني 

                                      tt sin
2

cos −=





 +∴

π  

                         1sin
lim

0
−=

−
=

→ t
t

t
   النهاية 

2         (
θθ

θθ
θ
θθ

θθ cossin
sin

sin
tan

4

3

04

3

0
limlim

→→
=  

            
θθ

θ
θ cossin3

3

0
lim

→
=  

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 11:44 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 209 

  
θθ

θ
θθ cos

1
sin limlim

0

3

0 →→
⋅






=  

                        1
1
113 =⋅=  

3                 (( ) 2
10
120

1
cos2

2

2

0
lim =

+
+

=
+

+

→ x
xx

x
  

4                      (
1

sin
1

1
csc

2020
limlim

+

⋅
=

+ →→ x
x

x

x
xx

xx
  

               ( ) 10
1

1
sin
2

0

0

lim

lim

+
=

+









=

→

→

x
x

x

x

x  

                                       1=  
  

  )5(مثال 

)أوجد           )
x

xx
x

−−+

→

11sin
lim

0
  

   :الحــل

))         غير معينة    (  )
0
011sin

lim
0

=
−−+

→ x
xx

x
  

( ) ( )
x

xx
x

xx
x

−−+
⋅

−−+

→

1111sin
lim

0
  

( )
( )

( )
x

xx
xx

xx
xx
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⋅

−−+
−−+

→→

11
11

11sin
limlim

00
  

  

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 11:44 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 210 

  النهاية الأولى نجد أن بوضع
                            xxu −−+= 11  

  فإن 
                                       0lim

0
=

→
u

x
  

 0أي→x 0 تؤدي إلى→u  

                                  1sin
lim

0
=

→ u
u

u
  

  ، نضرب في المرافق،والنهاية الثانية

xx
xx

x
xx

x −++
−++

⋅
−−+

→ 11
1111

lim
0

  

( ) ( )
( ) ( )xxx

x
xxx

xx
xx −−+

⋅
−−+

−−+
=

→→ 11
2

11
11

limlim
00

  

1
11

2
11

2
lim

0
=

+
⋅

−++
=

→ xxx
  

)         إذن        ) 11111sin
lim

0
=×=

−−+

→ x
xx

x
  

  

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 11:44 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 211 

  )1-4(تمارين 
  

  .لنهاية إذا كانت موجودةأوجد ا) 38(إلى ) 1(في التمارين من 

)1(  
x

x
x 2

2

0 sin
lim

→
  )2(  

x

x
x 30

sin
lim

→
  

)3(  
( )3

3

0 2
sin

lim
θ

θ
θ →

  )4(  
t

tt
t

2sin2
lim

0

+

→
  

)5(  
θ
θθ

θ
20 tan

sin
lim

→
  )6(  

t
t

t

3cos1
lim

0

−

→
  

)7(  20

3cos3
lim

θθ

−

→
  )8(  

xx
x

x cos
12

0
lim +

+

→
    

)9(  
tt

tt
t 14tancos

7sinsin
lim

0→
  )10(          32

2

0

4sin
lim

xx
x

x +→
  

)11(  
x

x
x

sin
lim

0→
  )12(   2

2

0

sin34
lim

u
uuu

u

+

→
  

)13(
2

22

0

coscos221
lim

x
xxx

x

+−−

→
  )14(  

x
xxx

2
cos 2

0
lim

−

→θ
  

)15(  
t

t
t sin1

cos
lim

0 −→
  )16(  

t
t

t cos1
sin

lim
0 +→

  

)17(  
t

t
t sin

cos1
lim

0
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→
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x

x

x

2
1sin

lim
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xx
x sin

tan
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+

→
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x
x

x 7cot
3csc
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  )22(  22

0
csclim ηη

η →
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x

x

x
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→

2
cos

lim
0
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x
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1sinlim  
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46

23sin
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sin
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12sin
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x sin
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→
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xx
x 2
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0 tan4
sin
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+

→
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x
xx

x 3
2sinsin2
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→
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xx
x 5

23cos2
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→
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x
xx

x 2
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0 sin
cos13
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→
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x

x
x cos1

sin2
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0 −→
  )36(  

2
0 2

1cos
lim

x
x

x
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→
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20

1sec
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x
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→
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→
xx
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>
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x
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 −
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=

32
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sin
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x
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  تفاضل الدوال المثلثية  : 2-4بند 
الآن نستطيع إنشاء المعادلات الخاصة بتفاضل الدوال المثلثية حيث   

نحتاج زيادة على مبرهنات البند السابق أن نسترجع بعض المعطيات المثلثية 
  .السابق مجموعات هماند  ومن المتطابقات التي استخدمناها في الب.الهامة

    :المجموعة الأولى
x
xx

cos
sintan = ،

x
x

tan
1cot =  ،  

                      
x

x
cos

1sec =، 
x

x
sin

1csc =  

sectan1,    :والمجموعة الثانية 22 xx =+  
                       ,csccot1 22 xx =+  

  ونضيف الآن متطابقات الزاوية المركبة من مجموع أو فرق بين زاويتين 
) :لثالثةالمجموعة ا ) BABABA sincoscossinsin ±=±  

                   ( ) BABABA sinsincoscoscos ±=±  
                               ( )

BA
BABA

tantan1
tantantan

m

±
=±  

ABوبوضع  ==θ نحصل على    
θθθ                       :المجموعة الرابعة cossin22sin =  

                                     θθθ 22 sincos2cos −=  
1cos22cos                                 أو        2 −= θθ  

θθ                                   أو         2sin12cos −=  
  ويمكن كتابة المتطابقة الأخيرتين في صورتين هامتين 

   ( )θθ 2cos1
2
1cos2 +=    ،  ( )θθ 2cos1

2
1sin2 −=  

  وسوف نبرهن الآن في المبرهنة الآتية
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  )مشتقات الدوال المثلثية  ( :مبرهنة 

               ( ) ,tansecsec, xxx
dx
d

=   ( ) xx
dx
d cossin =  

           ( ) ,cotcsccsc, xxx
dx
d

−=   ( ) xx
dx
d sincos −=  

               ( ) ,csccot, 2xx
dx
d

−=   ( ) xx
dx
d 2sectan −=  

  

  البرهان
  من التعريف

( ) ( ) ( )
h

xfhxfxf
h

−+
=′

→
lim

0
  

  ،نجد أن

                      ( ) ( )
h

xhxx
dx
d

h

sinsinsin lim
0

−+
=

→
  

       
h

xxx
h

sinsinhcoscoshsin
lim

0

−+
=

→
  

          ( )
h

xx
h

sinhcos1coshsin
lim

0

+−
=

→
  

         ( )
h

x
h

x
h

sinhcos1coshsinlim
0

+
−

=
→

  

     
h

x
h

x
hh

sinhcos1coshsin limlim
00 →→

+
−

=  

                           1cos0sin ⋅+⋅= xx  
)                                       إذن  ) xx

dx
d cossin =  
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py
ri
gh
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  ،وبنفس الطريقة
                     ( ) ( )

h
xhxx

dx
d

h

coscoscos lim
0

−+
=

→
  

       
h

xxx
h

cossinhsincoshcos
lim

0

−+
=

→
  

      





−






 −

=
→ h

x
h

x
h

sinhsin1coshcoslim
0

  

      
h

x
h

x
hh

sinhcos1coshsin limlim
00 →→

+
−

=  

                            ( ) ( )1sin0cos xx −=  
  إذن 

                                           ( ) xx
dx
d sincos −=  

  وكذلك 
                                      ( ) 






=

cos
sintan x

dx
dx

dx
d  

                  ( ) ( )
x

xxxx
2cos

sinsincoscos −
=  

                   
xx

xx
22

22

cos
1

cos
sincos

=
+

=  

                                           x2sec=  
  إذن      

                                         ( ) xx
dx
d 2sectan −=  

   نكتب أولاً،يجاد مشتقة قاطع الزاويةولإ
                                            

x
x

cos
1sec =  
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  إذن

                            ( ) 





=

xdx
dx

dx
d

cos
1sec  

                     ( )x
x

sin
cos

1
2 −⋅

−
=  

                                 
x

x
2cos

sin
=  

                        
x

x
x 2cos

sin
cos

1
⋅=  

  إذن

                            ( ) xxx
dx
d tansecsec =  

  وبنفس الطريقة

( ) x
xxdx

dx
dx
d cos

sin
1

sin
1csc 2 ⋅

−
=






=  

                             
x
x

x sin
cos

sin
1

⋅−=   

                             xx cotcsc−=    
  وكذلك

       ( ) ( )
x

xxxx
x
x

dx
dx

dx
d

2sin
coscossinsin

sin
coscot ⋅−−

=





=             

             ( ) x
xx

xx 2
22

22
csc

sin
1

sin
cossin

−=
−

=
+

=  

  .انتهى البرهان
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  )6(مثال 

         أوجد       
dx
dy   ،      

x
xy

sin1
cos
+

=  

   :الحــل
( ) ( ) ( ) ( )

( )2sin1

cossin1cossin1

x

x
dx
dxx

dx
dx

dx
dy

+

+−+
=  

               
( ) [ ]

( )2sin1

coscos
2

1sinsin1

x

xx
x

xx

+

−



 ⋅−+

=  

        
( )2sin1

coscos
2

sinsin
2

sin

x

xx
x

xx
x
x

+

−−−
=  

                ( )
( )2sin12

coscossinsinsin
xx

xxxxxx
+

++−
=  

  
  )7(مثال 

        أوجد         
dx
dy   ،      ( ) 21tan1sec xxy +=  

   :الحــل
xxxx

x
x

dx
dy tansectan1sec

tan12
1sec 2 ⋅++



 ⋅

+
=  

             ( )( )xxx
x

x tantan12sec
tan12

sec 2 ++
+

=  

               ( )
x

xxx
tan12

tan3tan21sec 2

+
++

=  
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  )8(مثال 

أوجد     
dx
dy   ،      ( ) xxxxxy 2tancossincossin +=  

   :الحــل
( ) ( )[ ]xxxxx

dx
dy cossincoscos +−=  

( ( )) ( ) xxxxxxxxxx 2secsinsincoscoscossin 22 ⋅+−+++  

( ) ( ) ( )xxxxxxxx
dx
dy 22 sincoscoscossincos −+−=  

                 ( )22sec2cossin xxxxx ++   

  
  )9(مثال 

               إذا كان    







+
+

=
yxy
xyxy

sin
sin

2
π  

      أوجد معادلة المماس عند النقطة 







2
,

2
ππP  

   :الحــل
  ب الطرفين والوسطين لنحصل على يفضل ضر

( ) 0sin,sin
2

sin2 ≠++=+ yxyyyxyyxy π  

 0,0أي ≠≠ yx  
  ،xفاضل بالنسبة إلى 

( )xyxyyyyxyyyxyyy cossin1
2

cossinsin2 +′+=′⋅++′+′ π

  ،جمع  في الطرف الأيسر
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 −++′ xyyxyxyy sin

2
cossin2 π  

                   ( ) yyxy sincos1
2

−+=
π  

                             
( )

xyxyyxy

yyxy
y

sin
2

cossin2

sincos1
2

π

π

−++

+
=′  

وميل المماس عند 







2
,

2
ππهو   

( ) ( )

( ) ( )01
2

1
2

1
2

01
2

2
,

2 +++

−+
=′=







 πππ

ππ

ππym  

                                                        00
==

π
  

 ، ومعادلتهx المماس يوازي المحور ∴
2
π

=y  

  
  )10(مثال 

          أوجد      
2
π

θ =dx
dy    ،    

2
2

2

πθ =dx
yd  

         θθ cos22 +=y   ،     θθ sin−=x  
   :الحــل

                     θθ sin22, −=y&     θcos1−=x&  
                       θcos22, +=y&&         θsin=x&&  
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                                  ( )
θ
θθ

cos1
sin2

−
−

===′
x
y

dx
dyy

&

&  

                                        π

π

π
θ

=
−







 −

=′
= 01

1
2

2

2

y  

( ) ( )( ) ( )
( )2cos1

sinsincos1cos12
θ

θθθθθ
−

−−−−
=′ ⋅y  

( ) ( ) ( )
( )2

2

cos1
sinsincos12

θ
θθθθ

−

−−−
=′ ⋅y  

                                                                ( )
x
yy
&

⋅′
=′′  

 ( ) ( )
( )3

2

cos1
sinsincos12

θ
θθθθ

−

−−−
=′′ ⋅y   

                                     
( )

( )3

2

2 01

1
2

101
2

−







 −−−

=′′
=

π

π
θ

y  

                                                 
1

1
2

1
2

+−
=

π

  

                                                       π−= 4  
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  )3-2(تمارين 
  

  ):53(إلى ) 1(اوجد المشتقة الأولى في التمارين من 
1 (( ) xxf cos4=     
2 (( ) ttH tan7=  
3 (( ) vvvG csc5=           
4 (( ) xxxf sin=  
5 (( ) xxxxf cos2−=     
6 (( ) xxxxy sin2 −=  

7  (( )
x

xxf sin
=            

8  (( )
t

ttg cos1−
=  

9 (( ) tttg sin4=                
10 (( ) xxxf sec2=   
11  (( ) θθθθθ tancot2 2+=u   
12  (( ) ααααα tansec3 32 −=R  

13  (( )
x
xxf

cos1
cos1

+
−

=      

14  (( )
β

ββ
sin1

cos
−

=R   

15  (( )
xx

xg
tansin

1
=     

16  (( )
uu

uk
cotcos

1
=   
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17   (( ) ( ) xxxxg cotcsc+=  
18  (( ) ( )2cossin φφφ +=k   

19  (( ) 21
tan

r
rrf

+
=  

20  (( )
θ
θθ

sec1
sec1

−
+

=k   

21  (( )
t
ttu

sec
csc

=  

22  (( ) ( )( )xxxxxH sintancsccot −+=  

23  (( )
zz

zzf
sintan

sec1
+

+
=   

24  (( ) θθ 3cos5=H   
25  (( ) ( )34sin xxg =   
26  (( ) ( )212sec += zzg   
27  (( ) ( )4csc 2 += ttk   
28  (( ) ( )xxxy 2cot 3 −=   
29  (( ) ( )32tan 2 += xxf   
30  (( ) ( ) ( )xxxf 3cos3cos 22 +=   
31  (( ) ωω 6tan3=g   
32  (( ) sxF 2csc2=   

33  (( ) 





= 2

1sec
t

tM   

34  (( ) xxxy 3cot2=   
35  (( ) ( )2csc xxxf =   
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36  (( ) θθθ 23 sectan=h   
37  (( ) uuuH 4sec32=   
38  (( ) ( )55cos5sin xxxN −=  
39  (( ) ( )12cot3 += xxf   
40  (( ) ( )432sin += xxg   
41  (( )

x
xxf
4sin1

4cos
−

=   

42  (( ) ( )xxxf 3sec3tan 33 −=   
43  (( ) ( )φφφ 2sec2tan −=h   
44  (( ) xxxf sinsin +=   
45  (( ) 3 83tan xxf −=   
46  (( ) tttr 2cos2sin −=   

47  (( )
4

4cot
2 +

=
φ

φφh   

48  (( ) 1tan1 22 ++= xxxg   
49  (( ) 14sec ++= xxxM   
50  (( ) xxh 3csc4 2+=   
51  (( ) tttf 2cos2sin2=   
52  (( ) xxxy 3sin3 +=   
53  (( ) xxf 3sin=   

  

أوجد ) 61(إلى ) 54(من 
dx
dy   

54  (13sin2 −+= yxy   
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55  (( )xyx sin=   
56  (( )xyy csc=  
57  (yxy sec1 22 =+  
58  (yxy cos2 =  
59  (yxy tan=  
60  (1sin 22 =−+ yyx  
61  (yxy 24cos =−  

  

جد معادلة المماس والعمودي للمنحنى أو) 62
  04sin44 24 =−−+ yxxy عند النقطة ( )0,1Ρ   

yxyإذا كان  ) 63 sin2=   أثبت أن  
yx

yxy
cos1

sin2
2−

=′   

uuyإذا كان  ) 64 sin= ، 3xu   أوجد =
dx
dy .  

π20إذا كان ) 65 ≤≤ x , ( ) xxxf cos22cos +=   
  . أوجد النقط التي عندها المماس أفقياً  

xyإذا كان  ) 66 4tan3=   أثبت أن  









+=′ 3

4
3
2

12 yyy   

 عند fأوجد معادلة المماس والعمودي لمنحنى الدالة ) 67













Ρ

4
,

4
ππ f   

)  ) أ   ) xxf sec=   
)) ب   ) xxxf cotcsc +=   

  

)أوجد النقط التي يكون عندها مماس ) 68 )fgr ًأفقيا   
π20)  أ   ≤≤ x , ( ) xxxf sincos +=  
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π20  )ب   ≤≤ x , ( ) xxxf sincos −=  

) جـ  
2

0 π
<< x , ( ) xxxf seccsc +=  

 )  د  
22
ππ

<<− x , ( ) xxxf tansec2 −=  

)) هـ   ) xxxf cos2+=   
))  و   ) xxxf sin+=     

  

 عند Cأوجد معادلة المماس والعمودي على ) 69
2
π

=t   

π20)        أ   ≤≤ t , ty cos3= , tx sin2=  :C   
π20)  ب   ≤≤ t , 3sin += ty , 2cos −= tx :C   
π20)      جـ   ≤≤ t , ty 3sin= , tx 3cos=  :C   
Rt)             د   ∈ , tty sin= , ttx cos−=  :C   
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  of functionsExtreme الحدود القصوى للدوال : 1-5بند 
  مثل درجة الحرارة أو مقاومة كهربيةyيمثل كمية فيزيائية ) 88(إذا كان شكل 

زمن أو ضغط الدم أو مقدار مادة كيميائية في محلول أو غيرهم وتغيرها مع ال
x . في الفترة[ ]ba,  
  
  
  
  

      
  
  

  )88(شكل 
  

] تتزايد في الفترات yيتضح من الشكل أن  ]1,ca، [ ]32 ,cc، [ ]54 ,cc 
]ومتناقصة خلال الفترات  ]21,cc، [ ]43,cc، [ ]65 ,cc وثابتة في الفترة 

[ ]bc ,6  

a  1c  2c  3c  4c  5c  6c  b  
x  

y  
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وفيما يلي نعطي تعريفا . وهذه التزايدات والتناقصات تحدث في جميع الدوال
  .دقيقاً لمعنى التزايد والتناقص

   
. I عددين في I، 1x، 2xلى فترة  دالة معرفة عfإذا كان  " :تعريف

  :فإن
) إذا كان I تزايدية على f -أ ) ( )21 xfxf 21 عندما > xx < .  

) إذا كان I تناقصية على f -ب ) ( )21 xfxf 21 عندما < xx <.  
) إذا كان I ثابتة على f_  جـ ) ( )21 xfxf   .1x، 2x لكل=

  
أن ) أ-89(حيث نرى في شكل . يوضح بيان التعريف السابق) 89(وشكل 

  . xالدالة المتزايدة بيانها صاعدا كلما زادت 
  . xأن الدالة المتناقصة وبيانها هابطا كلما زادت ) ب-89(وفي شكل 
  .انها مستقيم أفقيفالدالة ثابتة وبي) جـ-89(أما شكل 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  )        89(شكل 
  

 

( )xfy= 

( )1xf 
( )2xf 

2x 1x x 

y 
( )xfy= 

( )1xf ( )2xf 

2x 1x x 

y 

2x 

( )xfy= 

( )1xf ( )2xf 

1x x 

y 

 جـ- دالة ثابتة مستقيم أفقي ب- دالة متناقصة المنحنى هابط أ- دالة متزايدة المنحنى صاعد
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]وركزنا على الفترة ) 88(إذا رجعنا لشكل  ]41,cc نجد أن  الكمية الفيزيائية 
y نهاية عظمى( تبلغ أكبر قيمة لها ( 3عندc وأصغر قيمة لها )نهاية صغرى( 

وإذا . كما توجد قيم كبرى وقيم صغرى مختلفة في الفترات الأخرى. 2cعند 
]اعتبرنا الفترة  ]ba, 5 بكاملها نجد أن النهاية العظمى تحدث عندc . والنهاية
 fنهاية الصغرى لدالة ذلك نعرف النهاية العظمى واللو. aالصغرى عند 

  على النحو التالي
  

 عدد c ،من الأعداد الحقيقيةSدالة معرفة على مجموعة f إذا كان:تعريف
  . Sفي 
)   -أ )cfاية عظمى لـتكون نهfعلى S إذا كان ،( ) ( )xfcf  x لكل ≤

  .Sفي 
) -ب )cfتكون نهاية صغرى لـ fعلى S إذا كان،( ) ( )xfcf  لكل ≥

xفي S.  
  

يوضح النهاية العظمى والنهاية الصغرى لبعض أشكال منحنيات ) 90(وشكل 
  . Sويلاحظ من الشكل أنه في الفترة . الدوال

)يكون لكل منحنى نهاية عظمى أو نهاية صغرى  )cfأو كلاهما ، Sc ∈ .  
قد تحدث عند نقطتي نهاية الفترة أي ) عظمى أو صغرى(وهذه القيم القصوى 

)إذا كان . b أو aعند  )cf نهاية عظمى نقول أن f نهاية عظمى  تأخذ
)والنقطة . cعند  )( )cfc,هي أعلى نقطة على المنحنى  .  

)إذا كان  )cf نهاية صغرى نقول أن f تأخذ نهايتها عظمى عند c .
)والنقطة  )( )cfc, أوطى نقطة على  هي( )fgr . أحياناً نسمي النهايات

  . العظمى والصغرى بالقيم القصوى
 في نطاقها تسميان القيمتان العظمى fالقيمتان العظمى والصغرى لدالة 

  . والصغرى المطلقتان
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  القيم القصوى (90)شكل 
 

 

a x c b x 

y [ ]baS ,= 

( )xf ( )cf 

( )xfy = 

 a x c x 

y [ ]baS ,= 

( )xf ( )cf 

( )xfy = 

b 

• 
• 

 

)نهاية عظمى  )cf عند cx= 

)نهاية صغرى  )bf عند bx= 

 

a x c x 

y 

[ )baS ,= 

( )xf 
( )cf 

( )xfy= 

b 

°  

a x c x 

y 

[ ]baS ,= 

( )xf ( )cf 

( )xfy = 

b 

• 

• 
 

b a x 

y 

( ]baS ,= 

• 

° 

b a x 

y 

[ )baS ,= • 

° 

)نهاية صغرى  )cf عند cx= 

)نهاية عظمى  )bf عند bx= 

)نهاية صغرى  )cf عند cx= 
يوجد نهاية عظمى  لا

نهاية عظمى :  لايوجد  

)نهاية صغرى ) 0=bf عند bx= 

)نهاية عظمى  )af عند ax= 
نهاية صغرى :  لايوجد 

 (ك) (ح)

 (و) (ھـ)

)نهاية عظمى  )cf عند cx= 

)نهاية صغرى  )bf عند bx= 

b a α x c β x 

y 
[ ]baS ,= 

( )xf ( )cf 

( )xfy = 

• • 
 

b a α x c β x 

y 

[ ]baS ,= 

( )xf ( )cf 

( )xfy = 

• 
 

• 
 

b a x 

y 

[ )baS ,= 

• 
° 

) نهاية صغرى )cf عند ( )βα,∈x 

)نهاية عظمى  )bf عند bx= 

لايوجد نهاية عظمى 
 لايوجد نهاية صغرى

 (ز)

 (د)

)نهاية عظمى  )cf عند ( )βα,∈x 

)نهاية صغرى  )bf عند bx = 

 (جـ) (ب) (أ)
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   ):1(مثال 
) في الفترتين fاوجد القيمتان العظمى والصغرى للدالة  )3,11 =S، 

[ )2,32 −=S 29  عندما xf −=   
  الحــل

  
  
  
  
  
  
  
  
  

   ) 91(شكل 
  

)نجد أن في الفترة . يوضح بيان الدالة في كل من الفترتين) 91(شكل  )3,1 
) في الفترة cلا يوجد أي عدد  ) يكون عنده 3,1( )cf نهاية عظمى أو 

)نجد أن أعلى نقطة هي ) ب-91(صغرى أما في شكل   ويوجد عدد 9,0(
0=c تكون عنده الدالة ( ) 90 =fكما يوجد عدد . مىظ هي القيمة الع
3−=c يكون عنده ( ) 03 =−fهي القيمة الصغرى .   

] إذا كانت مستمرة في الفترة المغلقة fونستطيع القول أن أي دالة  ]ba, 
] وقيمة عظمى على الأقل مرة واحدة في فإنها تأخذ قيمة صغرى ]ba, . لأنه

)إذا كان  )af، ( )bf قيمتين معرفتين فإنه حتى ولو لم يكن هناك عدد c   

° 

° 

y
 

( ) 29 xxf −=
 

( )3,11 =s
 

x
 

• 

° 

y
 

( ) 29 xxf −=
 [ )2,32 −=s

 

x
  لا يوجد : نهاية عظمى 

 لا يوجد: نهاية صغرى

)، x=0عند : نهاية عظمى ) 90 =f  
)، x=−3عند : نهاية صغرى ) 03 =−f 

 )ب( )أ(
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)في  )ba, تكون عنده ( )cfفإن  قصوى ( )af، ( )bf ستمثلان القيمة 

)تمثيلا بيانياً للدالة ) 92(ففي شكل . العظمى والقيمة الصغرى ) 2
2
x

xf = 

]في الفترات  ]2,1−، [ )2,1−، ( ]2,1−.  

] والصغرى في الفترة ويوضح القيمة العظمى ) ، هما−2,1[ )
2
12 =f 

) ،صغرى ) 21 =−fعظمى  .  

]وفي الفترة  ) القيمة العظمى هي −2,1( )
2
11 =−fيوجد صغرى  ولا.  

)أما في  ) فالقيمة الصغرى هي −2,1[ )
2
12 =fيوجد عظمى  ولا.  

  
  
  
  
  
  
  

  

  )92(شكل 
  

   ،f عدد في نطاق الدالة c إذا كان :تعريف
) ) أ  )cf تكون نهاية عظمى محلية لـ f إذا كان هناك عدد cحيث  ب

( ) ( )cfxf ) في x لكل ≥ )ba, أي في نطاق f .  
)) ب )cf تكون نهاية صغرى محلية لـ f إذا كان هناك عدد c بحيث 

( ) ( )cfxf ) في x لكل ≤ )ba,أي في نطاقها  .  

• 

• 

y

2
2

x
y =

21 ≤≤− x
 

x
 

• 

° 

y

2
2
x

y =

21 <≤− x
 

x
 

° 
• 

y

2
2
x

y =

21 ≤<− x
 

x
 

ب( )أ(
(

 )جـ(
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) أي 1cيوضح النهاية العظمى المطلقة عند ) 93(وشكل  )1cf مع وجود 
)نهايات عظمى محلية أخرى  )3cf، ( )5cf، ( )6cf . والنهاية الصغرى

) أي 4cالمطلقة عند  )4cf رغم وجود النهايات صغرى محلية أخرى 
( )2cf، ( )6cf .  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  )93(شكل 
  

ون ذكر محلية أو مطلقة وعندما نقول النهاية العظمى أو النهاية الصغرى د
 .minf والنهاية الصغرى المطلقة maxfإنما نقصد النهاية العظمى المطلقة 

يلاحظ أن النقط المناظرة للقيم القصوى المحلية يكون عندها إما المماس أفقياً و
 عند هذه النقط إما المشتقة xأي أن الإحداثي ). ناب(أو أن عندها ركن 

  : وهنا نورد مبرهنتين.  أو غير موجودة0تساوي 
  

ية 
محل

مة 
عظ

ية 
نها

 )
لقة

الط
ي 

ه
(

 

اية
نه

لية
مح

ى 
صغر

 
 

 
ظم

 ع
اية

نه
ى

ية 
محل

 
 

 
لية

مح
ى 

صغر
ية 

نها
 

 ) 
قة 

مطل
(

 
ية 

نها
مى

عظ
لية

مح
 

 
  

اية
نه

 
ى أ

ظم
ع

لية
مح

ى 
صغر

و 
 

 

ال
اية

نه
 ال

ى 
صغر

قة 
مطل

ال
=  

  
لقة

مط
ى ال

ظم
 الع

اية
لنه

ا
= 

 

1c  2c  3c  4c  5c  6c  x  

y  

maxf  

minf  

( )4cf

 

( )1cf  
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  ): 1(مبرهنة 
  

   فإنه إما ، في فترة مفتوحةc قيمة قصوى محلية عند fإذا كان للدالة 
( ) 0=′ cf أو  ( )cf   . غير موجودة′

  
   ،وينتج مباشرة أن

)إذا كان  )cf ) ، موجودة′ ) 0≠′ cf فإن ( )cfليست قيمة قصوى .  
  

  ): 2(مبرهنة 
  

] دالة مستمرة على فترة مغلقة fإذا كانت ]ba,ولها نهاية عظمى   
) في الفترة المفتوحة c أو صغرى عند  )ba,،فإنه  :  

)إما  ) 0=′ cf أو  ( )cf   . غير موجودة′
  

   f عددا حرجا لـ ،f في نطاق الدالة ،c يسمى العدد :تعريف
)إذا كان  ) 0=′ cf أو  ( )cf   . غير موجودة′

  
  : نتبع الخطوات الآتيةfولإيجاد القيم القصوى لدالة مستمرة 

) في f أوجد جميع القيم الحرجة لـ -1 )ba,   
) احسب -2 )cf لكل c 1( أوجدتها في.(  
) احسب القيم الحدية -3 )af، ( )bf.  
] على f النهايتان العظمى والصغرى لـ -4 ]ba,قيمتان الأكبر  هما ال

  ).3 (،)2(والأصغر لقيم الدالة المحسوبة في 
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  ): 2(مثال 
   ،fاوجد القيمتان العظمى والصغرى للدالة 

54 ≤≤− x  ,  ( ) xxxf 542 3 −=   
  الحــل

)نبدأ بإيجاد القيم الحرجة فنوجد  )xf ′،   
( ) 546 2 −=′ xxf  

        ( )96 2 −= x  
        ( )( )336 +−= xx  

)بما أن  )xf  فإن القيم الحرجة هي فقط ∋Rx كثير حدود موجود لكل ′
)التي تجعل   ) 0=′ xf . 3 و -3أي.  
] على fولما كانت   ينتج أن القيم العظمى والصغرى هي من بين −5,4[

( )4−f، ( )3−f، ( )3f، ( )5fوهم ،  
( ) 884 =−f  
( ) 1083 =−f  
( ) 1083 −=f  
( ) 205 −=f  

)فنجد أن النهاية العظمى هي  ) 1083 =−f 3 عند القيمة الحرجة−=x 
)والنهاية الصغرى هي  ) 1083 −=f 3 عند القيمة الحرجة=x.  

)يوضح ) 94(شكل  )fgr.  
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  )94(شكل 
  

  ): 3(مثال

) ،إذا كان ) ( )3
2

223 −+= xxf، أوجد النهايتين العظمى والصغرى على 
]الفترة    .  ووضح بيان الدالة10,0[

  الحــل 

)بما أن  ) ( )
2

3
1

3
2

22 







−=− xx قيمة موجبة معرفة لجميع Rx∈ وقيمتها 

) عند 0 )2=x .أننجد ،   
) 3) +قيمة موجبة أو صفر                     ( ) =xf   

)أي أن  ) 3≥xf 2 وما عدا=x فإن ( ) 3>xfنستنتج أن القيمة الصغرى  
) هي fللدالة  ) 32 =f ومشتقة fهي ،   

( ) ( )
( ) 3

13
1

23

42
3
4

−

−

−
=−=′

x
xxf   ,  2≠x  

• 

• 

° 

° 
( )88,4−
 

( )108,3−
 

y
xxy 542 3 −=

 54 ≤≤− x
 

100 
 
80 
 
60 
 
40 
 
20 

مى
عظ

ة ال
هاي

 الن

( ) 1083 =−f
 

1-    2-   3-    4-   5-  6     5       4      3     2     
1  ( )20,5 −

 

رى
صغ

ة ال
هاي

 الن
( ) 1083 −=f

 

( )108,3 −
 

 )2(مثال
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( )xf   . x=2 لا يمكن تساوي صفر وغير موجودة عند ′
] في الفترة x=2إذن القيمة الحرجة الوحيدة هي  ]10,0 .  

  ،يم الحديةوالق

 ( ) ( )3
2

2230 −+=f  
        3 423 +=  
        45.6≈  

( ) ( )3
2

2102310 −+=f  

        ( )3
2

823 +=  
        11=  
 

) الدالة لها نهاية عظمى ∴ ) 1110 =f ونهاية صغرى ( ) 32 =f وبيان 
  ).95(الدالة موضح في شكل 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )95(شكل 
  

• 

• 

• 
 

( )3,2  

( )45.6,0  

( )11,10  
( ) 32223 −+= xy  10 

 

8 
6 
 

4 
 

2 

10   8   6   4   2  x  

 النهاية الصغرى
( ) 32 =f  

مى
عظ

ة ال
هاي

 الن

( ) 1110 =f  

y  

 ) 3(مثال 
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  ونلاحظ أن 
                     ( ) −∞=′

−
→

xf
x 2

lim  

                     ( ) +∞=′
+

→

xf
x 2

lim  

) ينتج أن المنحنى له ناب عند ،x=2 مستمرة عند fولما كانت  )3,2.  
  

  ): 4(مثال
  ،fاوجد القيم الحرجة للدالة 

                               ( ) ( ) 32 45 −+= xxxf   
  الحــل 

( ) ( ) ( ) ( )( )3
1

3
22 4524

3
15 −++−+=′ − xxxxxf  

       ( ) ( )

( )
( )














−+

−

+
+=

−
3
1

3
2 42

43

55 x
x

xx  

       ( ) ( )[ ]
( )3

2
43

4655

−

−+++
=

x

xxx  

      ( )( )

( )3
2

43

1975

−

−+
=

x

xx  

  

)ولذلك فإن  ) 0=′ xf 5 عند−=x، 
7

19
=x و ( )xf  غير موجودة ′

  . x=4عند 

∴f 4 لها ثلاثة قيم حرجة هي , 
7

19 , 5-.   
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  ): 5(مثال 
  ،اوجد الأعداد الحرجة للدالة

π≤≤ x0  ,  ( ) xxxf 23 cos23sin4   ثم أوجد النهايتين =+
  . العظمى والصغرى

  الحــل
]الدالة معرفة لجميع قيم  ]π,0∈x.   

( ) ( )xxxxxf sincos26cossin12 2 −+=′  
( ) ( )2sin2cossin6 −=′ xxxxf  

  
)لك كذ )xf ) معرفة لجميع ′ )π,0∈x بقي بحث متى ،( )xf   صفر،   تساوي′

( ) 02sin2cossin6 =−xxx  

2
1sin =x 0  أوcos =x 0  أوsin =x   

4
3,

4
ππ

=x أو  
2
π

=x  أو  π,0=x   

ππππ قيم حرجة هي 5 يوجد ∴ ,
4

3,
2

,
4

,0   

)وقيم  )xfالمناظرة هي ،  
23,25.2,4,25.2,23  

 
) النهاية العظمى هي  ∴ ) ( ) 230 == πff،لصغرى هي  والنهاية ا

2
2
5

4
3

4
=






=






 ππ ff. )  96(شكل ( (  
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  )96(شكل 
  
  

2
25  

23  

4  









2

25,
4
π  







 4,

2
π  

( )23,π  









2

25,
4

3π  

( )23,0  • 

xxy 23 cos23sin4 +=  

رى
صغ

ة ال
هاي

مى الن
عظ

ة ال
هاي

 الن

y  

x  
4π  2π  43π  π  
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  )1-5(تمارين 
  

   وجد القيم القصوى في كل فترة fوضح بيان ) 4(إلى ) 1(من 
  

)1(  ( ) xxxf 2
2
1 2 −=   

]  -أ   ] -ب  5,2[ ) -جـ  5,0( )  -د  2,0( )4,0   
  

)2  (( ) ( ) 412 3
2

−−= xxf   
]  -أ   ) -ب  1,0( ) -جـ  −2,7( ] -د  2,1[ ]9,0  

  

)3  (( ) 3
2

xxf = ،  Rx∈   
  

)4  (( ) 3
1

xxf = ،  Rx∈  
  

   على الفترة المعطاة fأوجد القيم القصوى للدالة ) 10(إلى ) 5(من 
  

)5  (( ) 32 265 xxxf −−= ،   [ ]1,3−∈x  
)6  (31 ≤≤− x  ,   ( ) 7103 2 +−= xxxf   

)7  (81 ≤≤− x  ,  ( ) 3
2

1 xxf −=   
)8  (( ) 45 24 +−= xxxf ،    [ ]2,0∈x    
)9  (( ) xxxf cossin2 −= ،  [ ]π,0∈x   
)10  (( ) ( ) 932 2 −−= xxxf ،  ( )∞∈ ,3x   
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  . أوجد الأعداد الحرجة للدالة) 36(إلى ) 11(في التمارين من 

)11    (( )
4
32

2 −
−

=
x

xxf                 

)12    (( )
45

2

+
=

t
ttf  

)13   (( ) ( ) 293 xxxg −−=            
)14       (( ) 32 52 −= xxxf   
)15   (( ) ( ) 114 2 −+= uuuR   
)16  (( ) ( ) 452 2 −−= xxxf   
)17  (( ) 3 2 2−−= xxxf   
)18  (( ) 642 −= ttf   
)19  (( ) 122 35 −+−= xxxxf   
)20  (( ) xxxf 324 −=  
)21  (( ) 74254 23 +−+= ttttf  
)22  (( ) 4202 23 +−+= xxxxf   
)23  (( ) 13 += xxu   
)24  (( ) 234 2 +−= αααT   
)25  (( ) θθθ 4sin32 +=g   

)26  (( )
x
xxf

sin1
sin1

−
+

=    

)27  (( ) xxxxf 62sin3cos8 3 −−=  
)28  (( ) tttg cos22sin +=   
)29  (( ) rrrK 23 cos23sin4 +=   
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)30  (( ) θθθ sincos2 −=f   
)31  (( ) ( )1sec 2 += xxf  

)32    (( )
1sec
1sec

−
+

=
x
xxf   

)33  (( ) φφφ csccot +=H   
)34  (( ) xxxg cot2 +=  
)35  (( ) ααα 4tan3 −=P   
)36  (( ) xxxf tan−=   
  
)إذا كان   )37( ) xxf ) هو العدد الحرج الوحيد وأن ،0، أثبت أن= )0f 

)  ليس له مماس عندf  وأن بيانf لـةهي نهاية صغرى محلي )0,0 .  
  
 fاثبت أن . f ليس لها قيم قصوى محلية وأرسم بيان fاثبت أن )  38(

)مستمرة على  ولا صغرى على  ولكن ليس لها نهاية عظمى 1,0(
( )1,0 .  

) -أ   ) 21 xxf )  -                  ب= ) 13 += xxf   
  
   ،fاوجد الأعداد الحرجة والقيم القصوى للدالة ) 39(

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )













≤≤−−

<≤−−−

<≤+−+−−

≤≤

=

434

322423

2111213

10

,

,

,

,

2

2

2

2

xx

xxx

xxx

xx

xf  
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   TheoremThe Mean Value مبرهنة القيمة المتوسطة : 2-5بند 
لمناقشة مبرهنة القيمة المتوسطة للعالم لويس لاجرانج نبدأ بمناقشة مبرهنة 

  .رول التي تعود للفرنسي ميخائيل رول في القرن السابع عشر
  

   Rolle’s Theorem: مبرهنة رول
  

] مستمرة على فترة مغلقة fإذا كانت  ]ba, شتقاق على الفترة وقابلة للا
)المفتوحة  )ba, وكان ( ) ( )bfaf  c فإنه يوجد على الأقل عدد واحد ،=

)في  )ba, بحيث ( ) 0=′ cf.  
  

  .توضح صحة توقع رول)  أ، ب، جـ– 97 ( والأشكال
  
  
  
  
  
  
  

  )97(شكل 
  

  .يمكن إلا أن تكون واحدة من ثلاثة أنواع  لاf الدالة :لبرهانا
) :الأول  ) ( )afxf ) في x لكل = )ba,. وعندئذ f مقدار ثابت   

)        و  ) 0=′ xf لكل x. أي لكل c في ( )ba,.  

• • ( )bf
 

( )af
 b

 
a
 

( )xfy =
 

x
 

y
 

b
 

• • 
( )bf

 
( )af

 
a
 

( )xfy =
 

x
 

y
 

• • 
( )bf

 ( )af
 a

 
b
 

x
 

y
 

)أ( )ب(  )ـج(   
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) :الثاني ) ( )afxf ) في x لقيمة معينة < )ba, .عندئذ تكون النهاية العظمى 
] في fلـ  ]ba,بر من  اك( )af ،أ ( )bf ومن ثم يجب أن تكون عند 

) في الفترة المفتوحة cعدد معين  )ba,. ولما كان ( )xf  موجودة خلال ′
)الفترة  )ba, نستنتج أن ( ) 0=′ cf.  
) :الثالث ) ( )afxf ) في x لقيمة معينة > )ba,. وفي هذه الحالة القيمة 

] في fالصغرى لـ  ]ba, اصغر من ( )af ،أ ( )bfدوثها عند  ويجب ح
) في cعدد ما  )ba,.ًكما في ثانيا ، ( ) 0=′ cf.  

  .انتهى البرهان
  

  :نتيجة
] مستمرة على الفترة fإذا كان  ]ba,، ( ) ( )bfaf  لها على f فإن ،=

)الأقل عدد حرج واحد في الفترة المفتوحة  )ba,.  
  :البرهان

fإذا كان  ) في c غير موجودة عند ′ )ba, فإن cكما . هي عدد حرج 
fوأن إذا كان  ) موجودة في ′ )ba,يوجد عدد ، من مبرهنة رول، فإن 

  )انتهى البرهان (.حرج
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  ):6(مثال 

)إذا كان  ) 30204 2 +−= xxxf   
] تحقق مبرهنة رول على الفترة fاثبت أن  قيقية التي  الحc وأوجد قيم 4,1[

)تحقق  ) 0=′ cf.  
  )98شكل  ( الحــل

    ( ) 14302041 =+−=f  
( ) ( ) ( ) =+−= 30420444 2f  

    14308064 =+−=  
                   ( ) ( )41 ff =   

      مستمرة وقابلة للتفاضل                      fبما أن 
)، كونها كثير حدود ) ( )41 ff = 

   )98(شكل          فروض مبرهنة رول إذن هي تحقق
]على  ]4,1 ،( ) ( ) 0,208 =′−=′ xfxxf  

                                                      
2
5

8
20

==⇒ x  
  إذن 

                                    
2
54

2
51,0

2
5

=⇒<<=





′ cf  

0 وحيث أن .)98( هو قطع مكافئ موضح في شكل fوبيان 
2
5

=





′f، 

فإن المماس أفقياً عند الرأس 





 5,

2
5.   

على الرغم من أهمية مبرهنة رول نفسها إلا أننا نعتبرها خطوة لاستعمالها 
  . وهي مبرهنة القيمة المتوسطة، من أهم أدوات الحسبانمدةوأعفي برهان 

4    3  C  2     1  

40 
 
30 
 
 

20 
 

10 
( )14,1
 ( )14,4

 
• • 

x
 

y
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   )Mean value theorem: (مبرهنة القيمة المتوسطة
  

  

] دالة مستمرة على فترة مغلقة fإذا كان  ]ba, وقابلة للتفاضل على الفترة 
)المفتوحة   )ba,،عدد  فإنه يوجد c في ( )ba, بحيث   

                                 ( ) ( ) ( )
ab

afbfcf
−
−

=′  

  ،أو الشكل المكافئ
                         ( ) ( ) ( ) ( )abcfafbf −′=−  

  
  

)يصور بيانياً مبرهنة القيمة المتوسطة حيث ) 99(شكل  ) ( )
ab

afbf
−
 هو −

)ميل الوتر بين النقطتين  )( )afa,، ( )( )bfb, والنقطة T على المنحنى 
)هي نقطة ميل المماس عندها  )( )cf   . يوازي الوتر المذكور′

  
  
  
  
  
  

  
  )99(شكل 

  
  

• 

• 
( )bf

 

( )af
 

b
 

a
 

( )xfy =
 

x
 c

 

T
 • 

• 

• ( )bf
 ( )af

 b
 

a
 

( )xfy =
 

x
 c

 

T
 

)ب(  

• 

• ( )bf
 ( )af

 b
 

a
 

( )xfy =
 x

 

y
 

c
 

T
 

)أ( جـ( 
( 
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  :البرهان
 Q إلى Pمعادلة المستقيم الواصل من 

) هي ) ( ) ( ) ( )ax
ab

afbfafy −
−
−

=−  

)ولنفرض  )( )cfcT  نقطة على ,
 عندها يوازي lبحيث المماس  المنحنى

PQl،  فإذا كان( )xg هي المسافة 
                              .f إلى المنحنى PQالرأسية من الوتر 

  )100(ل    شك        فإن ) 100(كما هو موضح في شكل 
)المسافة  )cg هي قيمة قصوى محلية لـ g .  

( ) ( ) yxfxg −=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )



 −

−
−

+−= ax
ab

afbfafxfxg  
  

)وبما أن  ) 0=ag ،( ) 0=bg ،( )xgمستمرة وقابلة للتفاضل، إذن يمكن  
) في الفترة المفتوحة cيوجد عدد . استعمال مبرهنة رول )ba, بحيث   

( ) 0=′ cg  
  ولكن 

( ) ( ) ( ) ( )
ab

afbfxfxg
−
−

−′=′  

   بحيث cإذن يوجد عدد 
( ) ( ) ( ) 0=

−
−

−′
ab

afbfxf  

  أو 
( ) ( ) ( )

ab
afbfcf

−
−

=′  

  .انتهى البرهان

a   x     c              
b 

x
 

y
 

PQl
 ( )xg

 

( )cg
 

T
 

Q
 

l
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  ):7(مثال 
)إذا كان  ) xxxf 82 −=   

] تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة على الفترة fفاثبت أن   c وأوجد عدد 8,1[
)في    .  يحقق نتيجة المبرهنة8,1(

  الحــل
fدالة تربيعية مستمرة وقابلة للتفاضل ،   

( ) 71 −=f ، ( ) 08 =f  
∴f نوجد ،القيمة المتوسطة تحقق فروض مبرهنة c بحيث   

( ) ( ) ( ) 1
18
70

18
18

=
−
+

=
−
−

=′ ffcf  

( ) 82 −=′ xxf  ⇒  ( ) 82 −=′ ccf  
  إذن 

182 =−c  

92 =c  
5.4=c  

  ):8(مثال 
)إذا كان  ) baxxxxf ++−= 23 152   

] تحقق فروض مبرهنة القيمة المتوسطة على الفترة fفاثبت أن   علماً 3,0[
  .  ثابتين حقيقيينa، bبأن 

  الحــل
]الدالة كثير حدود مستمر على  )فاضل على  وقابل للت3,0[ )3,0   

( ) bf =0،  ( ) baf ++−= 3813   
( ) axxxf +−=′ 306 2  
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( ) acccf +−=′ 306 2 ( ) ( )
03

03
−
−

=
ff  

aacc +−=+− 27306 2  

027306 2 =+− cc  
09102 2 =+− cc  

4
7210010 −±

=c  

4
2810 ±

=c  

2
75 ±

=c  

3
2

75
>

+   , [ ]3,0
2

75
∉

+  

  إذن 








 −
=

2
75c  

  

  ):9(مثال 

)إذا كان  )
2

1
−

=
x

xf   

] تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة على الفترة fفاثبت أن    . c وأوجد 5,3[
   الحــل 

] مستمرة على fالدالة  وقابلة للتفاضل .  لا تقع في الفترةx=2 لأن 5,3[
)على  )5,3  .  

 ( ) 1
23

13 =
−

=f   
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( )
3
1

25
15 =
−

=f  

( )
( )22

1
−

−
=′

x
xf  

  ،إذن

( ) 3
1

2
3
2

35

1
3
1

2
1

2 −=
−

=
−

−
=

−

−

c
 

( ) 32 2 =−c  
32 ±=c   , [ ]5,332 ∉−  
32 +=c  
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  )2-5(تمارين 
  

قق  في الفترة المعطاة التي تحcأوجد قيمة ) 4(إلى ) 1(في التمارين من 
  . الموضح بيانهاfمبرهنة القيمة المتوسطة للدالة 

  
  
  
  
  
  
  
  

  )102(شكل   )101(          شكل 
  
  
  
  
  
  
  
  

  )104(شكل   )103(شكل   
  

10   9   8   7   6   5   4   3   2   1  10   9   8   7   6   5   4   3   2   1  

7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

y
 

x
 

( )2,1
 

( )7,9
 

( )xfy =
 

]في الفترة )     1( ]9,1 

]  الفترة) أ)      3( ]7,1  

]الفترة )           ب ]10,1 

10   9   8   7   6   5   4   3   2   1  

7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

y
 

x
 

( )5,1
 

( )1,10 −

• 

• 

9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

y  

x  

( )7,1  

( )0,10  ( )xfy =  

]الفترة )  2( ]10,1 

]الفترة )  4( ]10,1 

10   9   8   7   6   5   4   3   2   1  

9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

y
 

x
 

( )3,1
 ( )1,10
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 تحقق فروض مبرهنة رول على fأثبت أن ) 14(إلى ) 5(في التمارين من 
[ ]ba, الأعداد  وأوجدc في ( )ba, بحيث ( ) 0=′ cf .  

)5(    [ ]2,0  , ( ) 584 23 +−= xxxf   
)6 (   [ ]4,0  , ( ) 5123 23 +−= xxxf  
)7   (  [ ]4,3  , ( ) 272 xxxf −+=  
)8   (  [ ]1,7−  , ( ) 221211 xxxf −−=  
)9  (  [ ]3,3−  , ( ) 14 24 ++= xxxf   
)10  (  



−

2
1,

2
1  , ( ) 128 3 +−= xxxf  

)11  (  [ ]π,0  , ( ) xxf 2sin=  

)12  (  





2
5,

2
ππ  , ( ) xxf csc=  

)13  (  [ ]π2,0  , ( ) xxxf cos22cos +=  

)14  (  



−

4
3,

4
3 ππ  , ( ) 22 cos xxxf +=  

 تحقق فروض مبرهنة fأذكر ما إذا كانت ) 33(إلى ) 15(في التمارين من 
]القيمة المتوسطة على  ]ba, وأوجد جميع قيم ( )bac    بحيث ∋,

( ) ( ) ( )( )abcfafbf −′=−  
)15  (  [ ]2,1  , ( ) 834 3 +−= xxxf   
)16  (  [ ]3,1  , ( ) 1135 2 +−= xxxf  

)17  (  [ ]1,8 −−  , ( ) 3
1

31 xxf −=  
)18  (  [ ]1,1−  , ( ) 102 23 ++−= xxxxf   
)19  (  [ ]1,1−  , ( ) xxxxf 1553 35 ++=  

)20  (  [ ]4,1  , ( )
x

xxf 4
+=  
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)21  (  [ ]5,1−  , ( ) 4−= xxf  

)22  (  ( )8,1 −−  , ( ) 3
2

xxf =  

)23  (  [ ]3,2−  , ( )
2
3

−
+

=
x
xxf   

)24  (  [ ]2,0  , ( )
( )21

1
−

=
x

xf  

)25  (  [ ]3,1  , ( ) 14 −+= xxf  
)26  (  [ ]6,1−  , ( ) ( ) 322+= xxf  
)27  (  [ ]4,2−  , ( ) 13 += xxf  
)28 (  [ ]6,3−  , ( ) xxxf 43 +=  
)29  (  [ ]2,0 π  , ( ) xxf sin=  
)30  (  [ ]4,0 π  , ( ) xxf tan=  

)31  (  
0;

0;

≥

<

x

x  ( )






++−

++−
=

54

5
23

2

xxx

xx
xf ، [ ] [ ]1,1, −=ba  

)32    (( ) xxxf 82 ])  أ، =− ] [ ]9,1, −=ba ،ب  ([ ] [ ]8,1, =ba  
]إذا كان )   33( ]bax ,∈( ) ,rqxpxxf n ++= ،r ،q ،pبت ثوا 

  تحقق فروض مبرهنة القيمة لاf أثبت أن Nn∈ ،1>nحقيقية، 
) ي الفترة أنها فعلاً تقع فcتحقق بعد إيجاد . r،q،pتعتمد على )ba,.  

] دالة من الدرجة الثانية معرفة على fإذا كان   )34( ]ba,اثبت أنه يوجد ، 

) في cعدد واحد  )ba, يحقق نتيجة المبرهنة هو 
2

bac +
=.  

) ،fبتطبيق مبرهنة القيمة المتوسطة للدالة ) 35( ) xxf +=  أثبت ،1
,0أن 

2
11 >+<+ hhf.  
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   اختبار المشتقة الأولى:3–5بند 
fنورد هنا كيفية استخدام   ايدة متزf للتعرف على المواضع التي عندها ′

  .وأين تكون متناقصة ومن ثم تحديد مواضع القيم القصوى المحلية
يوضح بيان ) 105(شكل 
) المعادلة )xfy ويتضح  =

المماس موجباً  منه أن ميل
المفتوحة  في الفترات

( )21,cc و ( )43,cc  و
( )65 ,cc أي ( ) 0>′ xf  

   متزايدةfعندما تكون 
  وبالمثل يتضح أن ميل المماس
  )105( شكل            سالباً في الفترات المفتوحة

( )32 ,cc و ( )54 ,cc  
) متناقصة تكون fأي عندما  ) 0<′ xf.   

  . ه النتائج ندمجها في المبرهنة الآتيةوهذ
  

  :مبرهنة 
  

] مستمرة على fإذا كانت  ]ba, وقابلة للتفاضل على ( )ba, فإن  :  
)إذا ) 1   ) 0>′ xf لكل ( )bax ]متزايدة على  f فإن ∋, ]ba,   
)إذا ) 2   ) 0<′ xf لكل ( )bax ] متناقصة على f فإن ∋, ]ba,.  

  

  البرهان 
)إذا كان ) 1 ) 0>′ xf في ( )ba,، 21, xx عددين في [ ]ba,   

21   بحيث  xx   ، فمن مبرهنة القيمة المتوسطة>

       + -     +       -+         

( )xfy =  

1c  2c  3c  4c  5c  6c  

x  

y  

 متزايدة f متناقصة f  متزايدة f   متناقصة fمتزايدة 
f 

)إشارة (   )xf ′(   
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                     ( ) ( ) ( ) ( )1212 xxcfxfxf −′=−  
012ولأن  >− xx، ( ) 0>′ cf إذن  ( ) ( )12 xfxf >  

  

  .)1 (البرهان بنفس الطريقة كما في) 2
  .انتهى البرهان

  
)يلاحظ أيضاً أن إذا كان  ) 0>′ xf في الفترة ( )a,∞− أو ( )∞,b فإن 

f متزايدة على ( ]a,∞− أو [ )∞,bوبالمثل متناقصة لما . على الترتيب 
( ) 0<′ xf.  

  
  ):10(مثال 

)            إذا كان  ) 111834 23 +−+= xxxxf  
  متناقصة ) متزايدة         ب) أ   fأوجد الفترات التي تكون فيها 

)وأرسم المنحنى  )xfy =.  
  الحــل 

           ( ) 18612 2 −+=′ xxxf  
   متزايدة عندماfتكون ) أ

                              ( ) 0>′ xf  
                  018612 2 >−+ xx  

                      032 2 >−+ xx  
                   ( )( ) 0132 >−+ xx  

  
  
  

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 11:44 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 257 

  
  
  
  
  
 
 
 
 
 
 

fإذن  ) موجبة على الفترتين   ′ )∞,1، 





 −∞−

2
3,  

)أي أن منحنى  )xfy ) صاعدا في الفترة   = )∞∪





 −∞− ,1

2
3,  

 متناقصة في الفترة fأن ) أ(ينتج مباشرة من 





− 1,

2
3  

)نى أي أن المنح )xfy  هابطا خلال الفترة =





− 1,

2
3  

  ،لرسم المنحنى

 ،x=1 عند القيم الحرجة yنوجد   ) 1
2
3

−=x  

               ( ) 01 =f، 25.31
2
3

=





−f  

  ،قط التقاطع مع المحورين ما أمكننوجد ن  ) 2
  y=11 نجد ،x=0 نضع ،yمع المحور : أولاً   

(   .y  نقطة التقاطع مع المحور 11,0(

-   -   -   -   -  -  -  23−  
+  +   +   + 

x  1 

x  23−  
- - -  

  +    +  +  +  +  +  +   +  +  +   

+  ++  +   -  -  -  -  - - -  -  
+ + + 

23−  

 تزايدية تزايدية تناقصية

1 x )إشارة   )( )132 −+ xx  

)إشارة  )32 +x 

)إشارة  )1−x 

  اتجاه الدالة
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   y=0 نضع ،xمع المحور : ثانياً   
                      1118340 23 +−+= xxx  

  x−1 تحقق هذه المعادلة إذن x=1بما أن 
  هو احد العوامل وبالقسمة نجد أن 

    ( ) )1174(10 2 −+−= xxx  
    ( )( )( )114110 +−−= xxx  
    ( ) ( )11410 2 +−= xx  

) هما x تقاطع مع المحور يتوجد نقطت  و 0,1(





− 0,

4
11  

  ،) أ–106( شكل .نضع جميع النقط على الرسم
  

) نقط التقاطع مع المحورين )11,0، 







− 0,

4
11، (  قط الحرجة والن0,1(

( )0,1، 





− 25.31,

2
3   

صعود وهبوط  ثم نستعمل معلومات
 المنحنى السابقة لنحصل على المنحنى

  )  ب-106( كما موضح في شكل
              
 )أ-106( شكل                       

  
  
  

• • 

20 

40 

• 

4     3      2      1               0    1-   
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y
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  ) ب-106(شكل 
 

ونلاحظ أن عند النقطة الحرجة 





− 25.31,

2
 وقيمة −2 يوجد عدد حرج 3

25.31عظمى محلية 
2
3

=





−f وأن المنحنى قبلها كان صاعدا ثم تغير 

  . بعدها إلى هابطا
)أي أن عند القيمة العظمى المحلية تتغير  )xf  من موجب إلى سالب قبل ′

 توجد نهاية صغرى للدالة x=1لحرج وبعد العدد الحرج وبالمثل عند العدد ا
( ) 10 =f .  
)وتتغير  )xf ويمكن صياغة . x=0 من سالب إلى موجب قبل وبعد ′

 :المبرهنة التالية

  
     

 
 
 

• • 






− 0,

4
11  







− 25.31,

2
3  

• 

5     4      3      2      1  0    1-    2-  3-  

y  

x  

• 
( )0,1
 

( )11,0  

11834 23 +−+= xxxy  

 المنحنى صاعد          المنحنى هابط          المنحنى صاعد
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  :مبرهنة
 وقابلة للتفاضل على c مستمرة عند f، f عدد حرج للدالة cإذا كان 

  :  نفسها فإن c ما عدا من الممكن عند c تحتوي Iفترة مفتوحة 
fإذا ) 1 ) فإن c تغيرت من موجب إلى سالب عند ′ )cf  نهاية عظمى

  .محلية
fإذا ) 2 ) فإن c تغيرت من سالب إلى موجب عند ′ )cf  نهاية صغرى

  .محلية
)إذا ) 3 ) 0>′ xf أو ( ) 0<′ xf لكل Ix∈ ما عدا cx )فإن  = )cf 

  . fليست قيمة قصوى محلية للدالة 
  
  

  البرهان 
fإذا  )إذن يوجد فترة مفتوحة . c تغيرت من موجب إلى سالب عند ′ )ba, 

   بحيث cتحتوي على 
( ) 0>′ xf   , cxa <<  

( ) 0<′ xf   , bxc <<  
)ونستطيع اختيار  )ba, بحيث f مستمرة على [ ]ba, .  

] متزايدة على fوينتج من المبرهنة السابقة مباشرة أن  ]ca, ومتناقصة 
]على  ]bc,  

bxaأي أن  << , ( ) ( )cfxf cx ما عدا > = .  
)إذن  )cf هي نهاية عظمى محلية للدالة f .  

  ).3 (،)2(وبالمثل يمكن إثبات ) 1(بذلك نكون قد أثبتنا الفقرة 
بشكل بيان المنحنى بالقرب من النهاية العظمى  يذكرنا)  أ،ب-107(وشكل 

)المحلية حيث تتغير  )xf cxي ميل المماس من موجب لما  أ′  إلى سالب >
cxلما  > .  

  ). أ،ب-108(والعكس يحدث للنهاية الصغرى المحلية كما في شكل 
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  .النهاية العظمى المحلية): 107(شكل 

  
  
  

  
  
  
  
  
  

 
 

  .النهاية الصغرى المحلية): 108(شكل 
 

( )cf
 

( ) 0>′ xf
 

( ) 0<′ xf
 

a
 

c
 

b
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( )cf
 

( ) 0>′ xf
 

( ) 0<′ xf
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) يوضح الفقرة الثالثة عندما لا تتغير إشارة ) أ،ب-109(وشكل  )cf عند 
cx =  

  . ولا يوجد قيمة قصوى محلية
  
  
  
  
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  

 

)): 109(شكل  )cf ليست قيمة قصوى.  

)ب  (  

( ) 0<′ xf  

( ) 0<′ xf  

a  c  b  x  

y  

( )cf  
( )cf  

( ) 0<′ xf  

( ) 0<′ xf  

a  c  b  x  

y  

) أ (  

( ) 0<′ xf  

( ) 0>′ xf  

a  c  b  x  

y  

( )cf  ( )cf  

( ) 0<′ xf  ( ) 0>′ xf  

a  c  b  x  
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  ): 11(مثال 
   ووضح بيانها fاوجد النهاية العظمى المحلية للدالة 

)   -أ ) ( )xxxf −= 103
1

  

)  -ب )
1
32

+
+

=
x

xxf  

  الحــل

)                   -أ ) ( ) ( ) 3
2

3
1

101
−

−+−=′ xxxxf  

                            ( )
233

103
x

xx −+−
=  

                                     233
410

x
x−

=  

                                    ( ) ( )
233

52
x

xxf −
=′   

  
   x، 0=x=5 ،إذن يوجد عددين حرجين

)لذلك نبحث إشارة  )xf   ت  في الفترا′
( )∞,5 , ( )5,0 , ( )0,∞−   

fبما أن و  نستطيع ، مستمرة وليس لها أصفار في أي من الفترات الثلاث′
fتعيين إشارة  fوليس من الضرورة لحساب قيمة . ′  مجرد ، عند هذه القيم′
  .معرفة الإشارة

)في الفترة  ) وفي الفترة ،x=−1 نختار −∞,0( ، وفي x=3 نأخذ 5,0(
)الفترة    : ونكون جدول كالآتيx=6 نأخذ 5,∞(
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)  الفترة )∞,5  ( )5,0  ( )0,∞−  
  -x  6  3  1مقدار 

)مقدار  )xf ′  ( )

0
63
2

6

23 <
×
−

=′f
  

( )

0
3

4
3

25 >

=′f
  ( )

04
1

>
=−′f  

)إشارة  )xf ′  -  +  +  
 متناقصة f  النتيجة

]على  )∞,5  
f متزايدة على 

[ ]5,0  
f متزايدة على 

( ]5,∞−  
  

fأي أن  ) موجبة على ′ ] ثم متناقصة على −∞,5[ )∞,5   
  مى المحلية هو، ظلنهاية العومقدار ا. 5أي أن الدالة لها نهاية عظمى محلية عند 

( ) ( ) 33
1

5551055 =−=f  
  

f لأن x=0وليس للدالة قيمة قصوى عند    . 0 لا تغير إشارتها عند ′
)ولرسم بيان الدالة نوقع أولاً النقط المقابلة الأعداد الحرجة  )0,0، ( )3 55,5 .

) أي x، 10=x=0 عند xونقط التقاطع مع المحور )0,0، (  مع 0,10(
)ملاحظة أن     . الوحيدةy هي نقطة تقاطع المنحنى مع محور0,0(

   لأن ،x=0والمنحنى له مماس رأسي عند 
( ) ∞=′

→
xf

x 0
lim  

  . x=0بينما الدالة مستمرة عند 
  يوضح بيان المنحنى ) 110(وشكل 
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  )أ) (11(مثال ): 110(شكل 
  

)                               -ب )
1
32

+
+

=
x

xxf   

                ( ) 2

2

)1(
)1)(3()2)(1(

+
+−+

=′
x

xxxxf  

                       2

22

)1(
322

+
−−+

=
x

xxx  

             2

22

)1(
322

+
−−+

=
x

xxx  

                              2

2

)1(
32

+
−+

=
x

xx   

                             2)1(
)3)(1(

+
+−

=
x

xx   

)نجد أن  ) 0=′ xf 1 عند=x، 3−=x، ( ) ∞=′ xf 1 عند−=x   
   x، 1−=x، 3−=x=1 يوجد ثلاثة أعداد حرجة هي ∴

)والآن سنبحث إشارة  )xf    في الفترات ′
( )∞,1 , ( )1,1− , ( )1,3 −− , ( )3,−∞−  

2-     4-  10      8       6       4       2  x  

y  
8 
 

6 
 

4 

( )xxy −= 103
1
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)  الفترة )∞,1  ( )1,1−  ( )1,3 −−  ( )3,−∞−  
x4  -2  0  2   المختارة-  

( )xf ′  
( )

0
9
5

2

>

=′f
  ( )

03
0
<−

=′f  ( )
03
2

<−
=−′f  

( )

0
9
5

4

>

=−′f
  

إشارة 
( )xf ′  

+  -  -  +  

 متزايدة f  النتيجة
]على  )∞,1  

f متناقصة 
]على  ]1,1−  

f متناقصة 
]على  ]1,3 −−  

f متزايدة على 
( ]3,−∞−  

  
∴ f 3 لها نهاية عظمى محلية عند−=x 1 وصغرى محلية عند=x 

   لا يوجد قيمة قصوى ولكن x=−1ولكن عند العدد الحرج 
( ) −∞=′

−
−

→

xf
x 1
lim    , ( ) −∞=′

−
+

→

xf
x 1
lim  

   .x=−1 يوجد خط تقاربي رأسي عند ∴
  

 

  
  
  
  
  
  
  
  

  )111(شكل 

1
32

+
+

=
x

xy  

( )2,1  

y  

     3      2      1    1-    2-    3-   4-  x  

• ( )3,0  

( )6,3 −−  

)ب( – 11مثال   
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) لأن xيقطع محور  والمنحنى لا ) 0≠xf ويقطع المحور y عند ( )3,0  
) النهاية العظمى المطلوبة هي ∴ ) 63 −=−f.  
  

  ):12(مثال 
)       إذا كان        ) ( )9232 −= xxxf  
  .أوجد النهايات القصوى المحلية وارسم المنحنى  :أولاً 
ثم أوجد النهاية العظمى والنهاية الصغرى للدالة المذكورة على كل من : ثانياً 

  :الفترات الآتية 

 -       أ



−

2
] -           ب1,1 -      جـ     −4,1[



 −− 2,

2
7  

  الحــل

               ( ) ( ) ( ) 31232
3
292 −−+=′ xxxxxf  

                           ( )
31

22

3
926

−
−+

=
x

xx  

                                 ( )
31

2

3
942

x
x −

=  

الأعداد الحرجة هي : أولاً 
2
3

±=x، إذن نبحث إشارة ( )xf  في الفترات ′







 ∞,

2
3 , 








2
3,0 , 






− 0,

2
3 , 






 −∞−

2
3,   
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  الفترة





 ∞,

2
3  








2
3,0  






− 0,

2
3  






 −∞−

2
3,  

x2  -1  1  2   المختارة-  

( )xf ′  
( )

0
23

14
2

3
>

=′f
  

( )

0
3

10
1
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=′f
  

( )

1
3

10
1

>

=−′f
  

( )

0
23

14
2

3
<−

=−′f
  

)إشارة )xf ′  +  -  +  -  

  النتيجة
f متزايدة 

على 




 ∞,
2
3  

f متناقصة
على  





2
3,0  

f متزايدة 
على 



− 0,

2
3  

f متناقصة 
على 




 −∞−

2
3,  

  
 لها نهايتين صغريتين محليتين عند fإذن 

2
3

−=x، 
2
3

=x يناظرها 

   ،القيمتان الصغريتان المحليتان

918
8
27

2
3

2
3 3 −≈−=






=






− ff  

  

) ، الدالة مستمرة،x=0وعند العدد الحرج  ) 00 =f ولكن   
( ) +∞=′

−
→

xf
x 0

lim    ,   ( ) −∞=′
+

→

xf
x 0

lim  

  

) المنحنى له ناب عند ∴   يوضح بيان الدالة ) 112( وشكل 0,0(
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  )أولاً  ):12(مثال ) ( 112(شكل 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ) ثانياً  ):12(مثال ) ( 113(شكل 

• • • 
( )0,0
 ( )0,3

 
( )0,3−

 

y
 

x
 

( )923
2

−= xxy
 







 −9,

2
3

 

( )9,23 −−

 

• 

• 

[ ] −−ب 4,1
 

4
 

1−

y
 

x
 

• 

• 

• 

−



−

2
1,1

 

y
 

x
 

• 

• 

• 

−



 −− 2,

2
7

 

y
 

x
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في الفترة ) أ: ثانياً



−

2
1,1   

                             ( ) 81min −=−= ff   

                             3max 44
35

2
1

−=





= ff  

]الفترة ) ب   ]4,1−   

                                  918
8
27

2
3 3

min −≈−=





= ff   

                                               ( ) 3
max 1674 == ff  

الفترة ) جـ  



 −− 2,

2
7   

                                             ( ) 3
min 452 −=−= ff   

                                         3
max 98

28
13

2
7

=





−= ff  

  

  ):13(مثال 
  أوجد النهايات القصوى المحلية وارسم المنحنى

( ) xxxxxf 482443 234 +−−=  
  الحــل 

( ) 48481212 23 +−−=′ xxxxf  
        ( ) ( )148112 2 −−−= xxx  
        ( )( )4112 2 −−= xx  
        ( )( )( )22112 +−−= xxx  

)إذن يوجد ثلاثة أعداد حرجة عندما  ) 0=′ xf هي   
               2,1,2−=x  
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)نبحث إشارة  )xf ) على الفترات ′ )∞,2, ( )2,1, ( )1,2−, ( )2,−∞−   
  

)  الفترة )∞,2  ( )2,1  ( )1,2−  ( )2,−∞−  
x3   المختارة  

2
3  0  3-  

( )xf ′  
( )

0120
3
>

=′f  
0

2
21

2
3

<−

=





′f

  ( )
048

0
>

=′f  ( )
0240

3
<−

=−′f  

)إشارة  )xf ′  +  -  +  -  
 متزايدة f  النتيجة

]على  )∞,2  
f متناقصة

]على   ]2,1  
f متزايدة 

]على  ]1,2−  
f متناقصة 

)على  ]2,−∞−  
  

)        يوجد نهاية عظمى محلية هي ∴ ) 231 =f   
)     ن صغريتان محليتان هما ويوجد نهايتا ) 162 =f، ( ) 1122 −=−f   

)حيث يمر بنقطة الأصل ) 114(ورسم بيان المنحنى مبين في شكل   وإنما 0,0(
)ة  عندها تقع في الفترx في نقطة أخرى قيمة xيقطع محور )2,3   لأن−−
( ) 02 <−f، ( ) 03 >−f .  

  
  
  
  
  
  

                                                            
  ) 13(مثال ): 114(شكل  
  

( )112,2−  

( )23,1  

y  

     3      2      1       1-    2-   3-   4-  x  
( )0,0  

( )16,1  

xxxxy 482443 234 +−−=  
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  )3-5(تمارين 
  

 وفترات fأوجد القيم القصوى المحلية للدالة ) 24(إلى ) 1(في التمارين من 
)تزايد وتناقص الدالة ثم خطط بيان المنحنى  )xfy = .  

)1(  ( ) 43 34 xxxf −=  
)2(  ( ) 18 24 +−= xxxf  
)3(  ( ) 84023 +−−= xxxxf   
)4(  ( ) 1202 23 +−+= xxxxf   
)5(  ( ) 178 2 −−= xxxf   
)6(  ( ) 211819 xxxf −−=   
)7(  ( ) 596 2 +−= xxxf   
)8(  ( ) 2475 xxxf −−=   
)9(  ( ) ( )22 8xxxf −=   
)10(  ( ) ( )xxxf −= 832   
)11(  ( ) ( ) 315−= xxxf   
)12(  ( ) 3 22 4−= xxxf  
)13(  ( ) ( )23 110 −= xxxf       
)14(  ( ) 3 2 128 +−−= xxxf   
)15(  ( ) 3134 4xxxf +=   
)16(  ( ) 92 −= xxxf   
)17(  ( ) ( ) 46 232 +−= xxxf   
)18(  ( ) 24 xxxf −=   
)19(  ( ) 3 3 9xxxf −=   
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)20(  ( ) ( ) ( )43 12 +−= xxxf   
)21(  ( ) 42 += xxf   
)22(  ( ) ( )42 5−= xxxf   

)23(  ( ) 2
4

x
xxf −

=   

)24(  ( )
2

2

+
=

x
xxf   

  

 على fأوجد القيم القصوى المحلية لدالة ) 34(إلى ) 25(في التمارين من 
 متزايدة أو متناقصة مع توضيح fالفترة المعطاة والفترات الجزئية التي فيها 

  . بيان المنحنى بالرسم
)25(  [ ]π2,0  , ( ) xxxf sincos +=   
)26(  [ ]π2,0  , ( ) xxxf 2sincos2 +=  
)27(  [ ]π2,0  , ( ) xxxf sincos −=  
)28(  [ ]π2,0  , ( ) xxxf 2coscos2 +=  
)29(  [ ]π2,0  , ( ) xxxf sin

2
1

−=  

)30(  



−

2
,

2
ππ  , ( ) 






=

2
sec xxf  

)31(  [ ]π2,0   , ( ) xxxf cos2+=  
)32(  







6
5,

6
ππ   , ( ) xxxf cot2cot2 +=  

)33(  




−

3
,

3
ππ  , ( ) xxxf 2tantan2 −=  

)34(  



−

4
,

4
ππ    , ( ) xxxf sec2tan −=  
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 التي تحقق الشروط fارسم بيان الدالة ) 39(إلى ) 35(في التمارين من 
  . المعطاة لك

  

)35(  ( ) 53 =f ،  ( ) 05 =f غير معرفة ، ( )5f ′ ،  ( ) 03 =′f   
  ( ) 0>′ xf 3 إذا كان<x 5 أو>x ولكن ( ) 0<′ xf عندما 

53 << x  
  
)36  (( ) 30 =f ،  ( ) ( ) 422 −==− ff ، ( )0f    غير معرفة ، ′

  ( ) ( ) 022 =′=−′ ff ، ( ) 0>′ xf 2 عندما>x أو 
02 <<− x ، ( ) 0<′ xf 2 عندما−<x 20 أو << x .  

  
)37 (( ) aaf = ، ( ) 0=′ af 3,2,1,0 عندما ±±±=a ، ( ) 0>′ xf 

  . xلجميع قيم 
  
)38(  ( ) 00 =f ،( ) 45 =−f ، ( ) 45 −=f ،   

  ( ) ( ) ( ) 0505 =′=′=−′ fff  
  ( ) 0>′ xf 5 لما>x ، ( ) 0<′ xf 50 لما << x .  

  
)39(  ( ) 30 =f ، ( ) ( ) 422 −==− ff ،   

  ( ) ( ) ( ) 0202 =′=′=−′ fff   
  ( ) 0>′ xf 2 لما>x   02 أو <<− x ،   
  ( ) 0<′ xf 2 لما−<x20و    أ << x .  
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  ) والتقعر(اختبار المشتقة الثانية : 4-5بند 
f كيفية استعمال إشارة 4-3درسنا في بند    . f لمعرفة فترات تزايد أو تناقص ′

fأما في هذا البند فسوف نستخدم إشارة  غرض ونورد تعريف التقعر  لهذا ال′′
  .نقلابوفترات تقعر المنحنى لأعلى أو لأسفل ونقطة حرجة جديدة تسمى نقطة الا

  

  )التقعر: (تعريف
   . I قابلة للتفاضل على فترة مفتوحة fإذا كانت 
  : يكون fفإن بيان

f إذا I على ىلأعل مقعر -أ       .I متزايدة على ′
f إذا I على لأسفلمقعر  -ب         .I متناقصة على ′

  

f، منحنى مقعر لأعلى وميل المماس) 115(ففي شكل  ، يتزايد من قيمة إلى ′
fمعدل تغير أي أن . لى قيمة موجبةصفر عند النهاية الصغرى إ  بالنسبة ′

)، أي  موجباxًإلى  ) 0>′′ xf.  
f، سفل ونرى ميل المماسمنحنى مقعر لأ) 116(وفي شكل  ، يتناقص من ′

تغير أي أن معدل . لى قيمة سالبةقيمة موجبة إلى صفر عند النهاية الصغرى إ
f ) يكون سالباً ، أيx  بالنسبة إلى ′ ) 0<′′ xf  
  
  
  
  
 
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  )116(شكل    )                     115(شكل       

x
 ( ) 0<′′ xf

 

( )xfy =
 

f ′
 

y
 

4 

3 
2 

1 

f متناقصة ′
 ( ) 0>′′ xf
 

( )xfy =
 

y
 4 

3 

2 
1 

زايدةمت  x
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 .ومن ثم نورد الاختبار الآتي 

  اختبار التقعر  
fإذا كانت     . Iفاضل على فترة مفتوحة  قابلة للت′′

  : يكون f  فإن بيان
) عندما I على لأعلى مقعر -أ         ) 0>′′ xf على I.   

) عندماI على لأسفلمقعر  -       ب ) 0>′′ xf على I.   
  

 أو  لأسـفل  إلى مقعـر     لأعلىن مقعر    م fأما النقطة التي يتغير عندها بيان       
   " Point of In flection"العكس فتسمى نقطة انقلاب 

  .ويبنى على ذلك التعريف الدقيق الآتي 
  

  )نقطة الانقلاب: (  تعريف     
)تسمى النقطة  )( )cfc, على ،fgrنقطة انقلاب ،   

  . إذا تحقق الشرطان الآتيان 
  .c مستمرة عند f -أ            

)يوجد فترة مفتوحة   -          ب )ba, تحتوى cبحيث   
)                 يكون المنحنى مقعر لأعلى على  )ca, ولأسفل   

)   على                )bc, أو العكس .  
  

fإذا كانت  فإن . c، مستمرة هي الأخرى عند f بالإضافة إلى استمرارية ′′
( ) 0=′′ cfبالذهن أنه من الممكن أن عند نقطة الانقلاب ولكن يجب أن يبقى  

)، تكون )cf ولذلك فلإيجاد نقطة الانقلاب، .  غير موجودة عند نقطة انقلاب′′
fنبدأ بإيجاد أصفار  f التي عندها الأعداد وكذلك ′′ ثم نختبر .  غير موجودة′′

  . لتعيين ما إذا كانت هي نقط انقلاب أم لاالأعدادجميع هذه 
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  اختبار المشتقة الثانية 
   ،c قابلة للتفاضل على فترة مفتوحة تحتوى fإذا كانت 

)  وكان  ) 0=′ cf فإن :  
)إذا كان ،   )أ             ) 0<′′ xf فإن ( )cf نهاية عظمى محلية .  

)إذا كان ،   )ب           ) 0>′′ xf فإن ( )cf نهاية صغرى محلية .  
)إذا كان ،   )         جـ ) 0=′′ xfيفشل اختبار المشتقة الثانية   

  .ويجب العودة لاختبار المشتقة الأولى  
  

  :البرهان 
)فإذا كان  ) أ ) 0=′ cfميل المماس عند  يكون ( )( )cfc, فقياً ، فإذا كان أ

) لذلك بالإضافة ) 0=′′ cf ولذلك يكون لأسفل فإن المنحنى يكون مقعر 
)هناك فترة مفتوحة  )ba, تحتوي cكمله أسفل أ بحيث يقع المنحنى ب
)المماسات وينتج أن  )cfيوضح ) 117(وشكل .  هي نهاية عظمى محلية

  .ذلك
  ).ب(يوضح الحالة ) 118(وشكل ) جـ(و ) ب(ثبات إبالمثل يمكن   

  
  
  
  
  
  

  
  )118(شكل    )                           117(شكل          

x
 

( )( )cfcp ,
 

c
 

y
 

( )cf
 ( )xfy =

 ( )
( ) 0

0
<′′
=′

cf
cf

 

( )cfنهاية عظمى محلية 

x
 

( )( )cfcp ,
 

c
 

y
 

( )cf
 

( )xfy =
 

( )
( ) 0

0
<′′
=′

cf
cf

 

( )cf محليةصغرى نهاية 
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  )14(مثال 
. وضح بيانها بالرسم  وfأوجد القيم القصوى المحلية للدالة      

( ) ( ) 1sinsin2 2 +−= xxxf على الفترة [ ]π2,0  
  الحل

( ) ( ) ( )xxxxxxf sin21cos2cossin2cos2 −=−−=′  
      ( ) ( )( ) ( )xxxxxf cos2cos2sin21sin2 −+−−=′′  

                   [ ]xxx 22 cos2sin2sin2 −+−=  
)دما  عنx هي قيم f الحرجة لـ الأعداد ) 0=′ xf،   

                              ( ) 0sin2cos2 =− xx  
                            

2
1sin, =x    0cos =x  

                 
6

5,
6

, ππ
=x         

2
3,

2
ππ

=x  

 الحرجة هي الأعداد ∴
6

3,
2

,
6

5,
6

, ππππ
=x  

)وقيم  )xf    عند هذه النقط هي ′′

6
6

3
=






′′ πf,2

2
=






′′ πf ,3

6
5

−=





′′ πf   ,3

6
−=






′′ πf 

  ومن اختبار المشتقة الثانية نجد أن لدينا

23  :نهاية عظمى محلية
6

=





πf  

23  :نهاية عظمى محلية
6

5
=






 πf  

1  :نهاية صغرى محلية
2

=





πf  

): نهاية صغرى محلية  ) 323 −=πf  
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بتوقيع هذه النقط الحرجة وبعض نقط اختيارية بينها نحصل على المنحنى شكل 
)119. (  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )14(مثال ) : 119(شكل 
  

  )15(ل مثا
)           إذا كانت  ) 34312 xxxf +=  

  .أوجد النهايات العظمى والصغرى وفترات التقعر المختلفة    -أ  
  .أوجد نقط الانقلاب   -ب 

   .f ارسم بيان الدالة -جـ
  الحــل

                  ( ) 3
1

3
2

3
4

3
2 xxxf +=′

−
  

                    ( )
32

21
3
2

x
x+

=  

1-  
2-  
3-  

2 
 
1 

y  

x  6π  2π  65π  π  23π  π2  

( ) 1sinsin2 2 +−= xxy  
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                  ( ) 3
2

3
5

9
4

9
4 −−

+−=′′ xxxf  

                   35

3
1

1
9
4

x
x −

=  

)من  )xf    نجد أن هناك عددان حرجان′

                0,
2
1

=





−= xx    

           ،
35

3
1

2
1

1
2
1







 −

−





 −

 
9
4

2
1

=





−′′f  

=كمية موجبة   
−

−

−
−

−
=

35

31

2
1

1
2

1

9
4  

)، غير موجودة  ) =′′ 0f  

عند : إذن 
2
1

−=x يوجد نهاية صغرى محلية هي   

                          
3

3
1

22
3

2
12

2
1

−=





 −






 −

=





−

2
1f  

. ة ، سنطبق اختبار المشتقة الأولىقة الثاني  يفشل اختبار المشتx=0، عند 

تيار باخ
4
1

−=x في الفترة 





− 0,

2
1،1=x في الفترة (    نجد أن0,∞(

)موجبة  )1, f = موجبة ′





−′

4
1f  
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)يوجد قيم قصوى وإنما   لاx=0إذن عند  ) ∞=′ 0f  
)ولبحث التقعر ندرس إشارة  )xf ) في الفترات ′′ و 0,∞(






− 0,

2
1 

و





 −∞−

2
1,  

  لاثة  في الفترات الثxفنجد باختبار قيم اختيارية لـ 
 في x=−1مثل 






 −∞−

2
   ، نجد,1

)                                 موجبة  ) =−′′ 1f  

على في والمنحنى مقعر لأ





 −∞−

2
1,  

 ،
4
1

−=x في 





− 0,

2
   ، نجد 1

=موجبة 





−′′

4
1f  

 في لأعلىوالمنحنى مقعر 





− 0,

2
1  

 ،21=x في (    ، نجد أن1,0(
)                              سالبة  ) =′′ 21f  

) في لأسفلوالمنحنى مقعر  )1,0  
  وللمنحنى نقط انقلاب عند

                     ( ) 0=′′ xf  

 013أي
1

=−x  
                1=x  

) يوجد نقط انقلاب ∴   .لأعلى بتقعر المنحنى بعدها 3,1(
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  )15(مثال ) : 120(شكل 
  

  ) 16(مثال 
)للدالة ) 15(كرر مثال             ) 35325 xxxf +=  

  الحل

                  ( ) 3
2

3
1

3
5

3
10 xxxf +=′

−
  

                       ( )
31

2
3
5

x
x+

=  

                    ( ) 3134
9

10
9

10 −− +−=′′ xxxf  

                            ( )
31
1

5
10

x
x −

=  

( )3,1  

y  

           2      1       1-    2-    x  







 −− 3 22

3,
2
1  

3
4

3
1

2 xxy −=  

)المنحنى مقعر لأعلى على   ) ( )∞∪∞−  المنحنى مقعر ,10,
)لأسفل على    x=0 عند ∞= ميل المماس 1,0(







 −− 3 22

3,
2
) تناظر نهاية صغرى 1   هي نقطة انقلاب3,1(
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)من  )xf   0 ، −2 الحرجة هي الأعداد نجد أن ′
)  x=−2عند  )

( ) 3423
102

−

−
=−′′f سالب ، أي ( ) =−′′ 2f  

)يوجد نهاية عظمى محلية هي  ) 8.4232 3
2

≈×=−f  
)  x=0عند  )0f نلجأ .  غير موجودة ، يفشل اختبار المشتقة الثانية ′′

) إشارةلاختبار المشتقة الأولى حيث نبحث  )xf   .x=0 قبيل وبعيد ′

)                      سالب  ) =−=







−
=−′

3
5

1
1

3
51f  

)                         موجب  ) ==





=′ 5

1
3

3
51f  

   هيx=0إذن يوجد نهاية صغرى محلية عند 
                                             ( ) 00 =f  

   ، نجدx=0وميل المماس عند 
)                                 سالب       ) =′

−
→

xf
x

lim
0

  

)                          موجب             ) =′
+

→

xf
x

lim
0

    

) لان x=0أي أن المنحنى له ناب عند  ) 00 =f ،موجودة ولتعيين التقعر 
)نلاحظ أن يوجد عند  ) 0=′′ xf عند 1 نقطة انقلاب ، أي=x ، 6=y  

)وفي الفترة  ) ، سالب −∞,0( ) =−′′ 1f لأسفل ، المنحنى مقعر  

)، في الفترة  = ، سالب 1,0(





−′′

2
1f لأسفل ، المنحنى مقعر  

)، في الفترة  ) ، موجب 1,∞( ) =′′ 2f لأعلى ، المنحنى مقعر   
  .)121( موضح في شكل fوبيان الدالة 
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16مثال ) : 121(شكل   

  

( )8.4,2−  
( )6,1  

( )xxy += 53
2

 

y  

x  

)ناب عند  )0,0   
)عند : نهاية عظمى محلية  )8.4,2−  

)نقطة انقلاب عند  )6,1 

1-     2-    3-     4-         5-  
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  )4-5(تمارين 
  

أوجد القيم القصوى المحلية باستخدام اختبار ) 33(إلى ) 1(في التمارين من 
 وأوجد لأسفل والتقعر لأعلىقعر عين فترات الت. المشتقة الثانية إذا كان ممكنا 

  .ارسم بيان الدالة . نقط الانقلاب 
)1(  ( ) 12510 23 +++= xxxxf  
)2(  ( ) 46 62 xxxf −=  
)3(  ( ) 131 −= xxf  
)4(  ( ) ( )22 1−= xxf  
)5(  ( ) 42 28 xxxf −=  
)6(  ( ) 243 34 +−= xxxf  
)7(  ( ) 35 2515 xxxf −=  
)8(  ( ) 322 xxf −=  
)9(  ( ) 84 34 +−= xxxf  
)10(  ( ) xxxxf +−= 23 2  
)11(  ( ) ( )10332 += xxxf  
)12(  ( ) ( )xxxf −= 13 2  
)13(  ( ) ( ) 312 53 −= xxxf  
)14(  ( ) 3 23 += xxxf  
)15(  ( ) 3 438 xxxf +=  
)16      (  ( ) 36 xxxf +=  
)17(  ( ) 22 16 xxxf −=  
)18(  ( ) 29 xxxf −=  
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]الدوال معرفة على الفترة ) 24(حتى ) 19(في التمارين  ]π2,0.   
)19(  ( ) xxxf sincos +=  
)20(  ( ) xxxf sincos −=  

)21(  ( ) ( )xxf sin21
2
1

−=  

)22(  ( ) ( )xxxf sin1cos +=  
)23(  ( ) xxxf 2cos42 +=  
)24(  ( ) xxxf 2coscos2 +=  
)25(  ( ) xxxf 2tantan2 +=  
)26(  ( ) xxxf tansec −=  

)27(  ( ) 



−=

2
,

2
,

2
csc ππxxf  

)28(( ) 



+=

6
5,

6
;cot2cot2 ππxxxf  

)29(( ) 



−−=

3
,

6
;tantan2 2 ππxxxf  

)30( ( ) 



−−=

4
,

4
;sec2tan ππxxxf  

)31(  ( )
( )3

23

12
32

−

−
=

x
xxxf  

)32(  ( )
1
12

−
+

=
x

xxf  
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xxyمنحنى المعادلة   )33( cos

2
1

  )122( موضحة في شكل =+
ππفي الفترة      22 ≤≤− x أوجد القيم القصوى المحلية .  

  
  
  
  
  
  

  )34(تمرين ) : 123(شكل        )       33(تمرين ) 122(     شكل 
  

xxyعادلة منحنى الم) 34( sin
2
3

في . )123( موضح في شكل =−

]الفترة  ]ππ  ، القيم القصوىباستعمال اختبار المشتقة الثانية،  أوجد−2,2
  .المحلية 

  

  ولأسفل لأعلى ومن ثم فترات التقعر fعين نقط الانقلاب لبيان )  35(
)  - أ             ) ( ) 22 91 xxxf −−=  
)  -  ب          ) 109 910 xxxf −=  

)  -          جـ ) ( ) xxxxf 95 35 ++=  
  

   .أوجد القيم القصوى ونقط الانقلاب) 36(
      [ )  و 6,0[ ) ( )37sin 2 +−= xxxf  

  

xy cos 
2
1

+=  y  

x  

xxy sin
2
3

−=
 y  

x  
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   رسم المنحنيات5-5بند 
)أي منحنى المعادلة ، fإن تخطيط بيان دالة  )xfy   يوضح خواص=

 هذه الدالة التي قد تكون غير واضحة ويمدنا بطريقة سهلة نرى بها سلوك الدالة
وقد . ية ومناطق تزايد أو تناقص الدالةكيفيا مثل التقعر والقيم القصوى المحل

  .ةشرحنا في البنود السابقة أفكار عديدة مختلفة لتخطيط بيان دال
  . ونعرف نقط إضافية أخرىالأفكاروسوف نلخص هنا هذه 

  . نتبعها عن تخطيط منحنىالإرشاداتفنبلور ذلك في مجموعة من 
)مثل  )xfy =:  

  
) fأوجد نطاق  -1 )fD  
  . أو أسفله xعين مناطق وجود المنحنى أعلى محور  -2

) التي تكون xأي قيم    ) 0>xf وقيم ،xالتي تكون ( ) 0<xf  
  . أوجد وصنف عدم الاستمرارية إن وجد -3
  . أوجد تقاطع المنحنى مع المحورين-4

) هي xنقط التقاطع مع محور    ){ }0: =xfx  ،  
) هي yنقط التقاطع مع محور    )( )0,0 f إذا وجدت ( )0f.   

 وإذا كانت y دالة زوجية تكون الدالة متماثلة حول المحورfإذا كانت  -5
بالنسبة للمستقيم (لة متماثل بالنسبة لنقطة الأصل فردية كان بيان الدا

xy xy أ، = −=(   
 التي xوذلك بإيجاد قيم .  الحرجة والقيم الحرجة المحليةالأعداد أوجد -6

)عندها  ) 0=′ xf أو ( )xf  غير موجودة ثم استخدام اختبار المشتقة ′
  . لتصنيف القيم القصوىالأولى

  .ا كان هناك أركان أو ناب للمنحنىعين ما إذ  
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  . أوجد نقط الانقلاب ومناطق تقعر المنحنى لأعلى ولأسفل -7
) بإيجادوذلك    )xf  فيكون . واستعمال اختبار المشتقة الثانية كلما أمكن′′

)المنحنى مقعر لأعلى عندما  ) 0>′′ xfسفل عندما  ولأ( ) 0<′′ xf.  
)، c مستمرة عند fإذا كانت    )xf  فإن c تغير إشارتها عند ′′

( )( )cfc,هي نقطة انقلاب .  
)إذا كان   -8 ) Lxf

x
=

∞→
lim أو  ( ) Lxf

x
=

−∞→
lim  

Lyفإن       أفقيي هو خط تقارب=
)إذا         )xf

ax

lim
+

→

)    أو    )xf
ax

lim
−

→

  

ax فإن −∞ أو ∞هي      .  هو خط تقاربي رأسي =
  

 رفيبدو بيانها مستمر وأملس دائماً وله كثي. من أبسط الدوال هي كثيرات الحدود
 وكل عدد حرج يعين قيمة قصوى محلية أو نقطة. من النقط العليا والنقط السفلى

)انقلاب وعدد طيات المنحنى عادة هي  )1−nير الحدود من الدرجة  إذا كان كث
n. فمثلا  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

2=n  

° 
° 

° ° 

3=n  
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  1n−= لأسفلعدد المناطق المقعرة + عدد المناطق المقعرة لأعلى 

−=عدد النقاط الحرجة  2n  
  ولكن قد تنطبق بعض النقاط الحرجة على بعضها فيكون 

  1n−≤ناطق عدد الم
−≤عدد النقاط الحرجة  2n  

A 

a  b  

B  

° ° 
A 

a  

b  B  
° ° 

4=n  

A 
ba,  

B  

° 
A 

ba,  

B  

° 

A 

ba,  

B  

° A 

ba,  

B  

° 

A 

B  
° ° ° 

A 
a  ° 

B  

b  c  d  e  ° 
° ° ° 

7=n  
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)والدالة الكسرية مثل  ) ( )
( )xh
xgxf = ،g ،fحدود يكون لكل صفر ي كثير 

)من أصفار  )xh مثل ،cx )وإذا كانت درجة . قاربي رأسيحط ت، = )xg 
)مساوية لدرجة  )xh فإن ( ) Lxf

x
=

∞→
lim المستقيم ،Ly  هو خط =

  .تقاربي أفقي
  

  )17(مثال 

f ، 2            ناقش وخطط بيان 

2

4 x
xf
−

=  

  لــالح

( )fDنوجد  8,1,2 )
( ) ( )xx

xxf
+−

=
22

2
  −2,0,2عداد الحرجة ، الأ

  

)  الفترة )∞,2  ( )2,0  ( )0,2−  ( )2,−∞−  
  =  +  +  -  fإشارة 

 
  
  
  
  
  
  
  

  )124(شكل 

(+) (+) 

2-  2 0 

1-  )-(  )-(  

x  

y  

2=x  2−=x  

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 11:44 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 292 

( ) ( ) ( )∞∪−∪−∞−= ,22,22,fD   أي  { }2,2−−= RD f  
  )124(وأماكن وجود المنحنى هي المظللة في شكل 

 يمثلان بخطان رأسيان x ،2=x=−2ويوجد خطان تقاربيان رأسيان 
  ).124(متقاطعان كما بالشكل 

   ،                         ( ) 1lim −=
∞→

xf
x

  

 1أي−=yهو خط تقاربي أفقي    
  
  . الدالة مستمرة x=±2ماعدا عند   ) 3
  
) ، xنقط التقاطع مع المحور   ) 4 ) 0=xf ،  0=x  

) ، x=0 عند yنقط التقاطع مع المحور    ) 00 =f  
)المنحنى يقطع المحورين عند      .  فقط 0,0(

  
5  (( ) ( )xfxf =− ،f دالة زوجية بيانها متماثل حول المحور y .  
  

6               (( ) ( )( ) ( )
( )22

22

4

224

x

xxxxxf
−

−−−
=′  

                             ( )
( )22

22

4

42

x

xxx

−

+−
=  

                                  
( )224

8

x

x

−
=   

( ) 0=′ xf 0 عند=x ∴ 0=xعدد حرج  .  
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  نختبر فترات تزايد وتناقص الدالة في الفترات الموضحة 
)  الفترة )∞,2  ( )2,0  ( )0,2−  ( )2,−∞−  
fإشارة  ′  +  +  -  -  
  متناقصة  متناقصة  متزايدة  ايدة متز  fالنتيجة 

  
)تتغير إشارة  )xf   (+) إلى ) -( من x=0 عند ′

)إذن  )0fنهاية صغرى محلية  .  
   

7                (( ) ( ) ( )( )
( )42

222

4

242884

x

xxxxxf
−

−−−−−
=′′  

                               
( )32

22

4

448
x

xx

−

+−
=  

                                       ( )
( )32

2

4

438
x

x

−

+
=   

  
fالبسط موجب دائماً وتحدد إشارة  ) من ′′ )324 x−   

  

)  الفترة )∞,2  ( )2,2−  ( )2,−∞−  
fإشارة  ′′  -  +  -  

  لأسفل  لأعلى  لأسفل  التقعر
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   غير مستمرة عندها وحيث أن f لأن 2 أو -2نقلاب عند اولا يوجد نقط 
( )

2
10 +=′′f 0 ، فهذا يؤكد أن=x ، هي نقطة نهاية صغرى محلية   

( ) 00 =f.125(ما في شكل  وبيان المنحنى يصبح ك (  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )17(مثال ): 125(شكل 
  

   fناقش وخطط بيان ): 18(مثال 

( )
65

2
2

2

+−
=

xx
xxf  

  الحــل 
)المقام: النطاق  )1 )( ) =−− 32 xx ∴ fDالأعداد الحقيقية  جميع  هو

   x، 3=x=2ماعدا 
) والمقام سالب في الفترة .x=0البسط موجب دائماً ماعدا : المدى  )2 )3,2 

)وموجب في الفترة  ) ( )∞∞− ,32, U.  
)إذن    )xf موجبة على ( ) سالبة على ،−∞,2( ) وموجبة على 3,2( )∞,3.  

3(  f ومستمرة ما عدا ذلك3 ،2 لها عدم استمرارية لا نهائية عند .  

1-  

0 2-  2 x  

y  

2=x  

2

2

4 x
xy
−

=  

2−=x  

1−=y  

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 11:44 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 295 

) عند xنقط التقاطع مع محور    )4 ) 0=xf 0 هي=x  
) ،x=0 عند yونقط التقاطع مع محور    ) 00 == fy المنحنى يقطع 

)المحورين عند    . فقط0,0(
5(  f ليست زوجية ولا فردية ولذلك غير متماثلة حول yل نقطة  ولا حو

  . الأصل
6                     (( ) ( ) ( )

( )22

22

65

522465

+−

−−+−
=′

xx

xxxxxxf   

                      ( )
( )22

22

65

52121022

+−

+−+−
=

xx

xxxxx  

                                          ( ) ( )
( )22 65

1252

+−

+−
=′

xx

xxxf   

  

)بوضع  ) 0=′ xf 0 نحصل على=x، 
5

12
=x كنقط حرجة   

) ليست حرجة لأن x، 3=x=2أما  )2f، ( )3fغير موجودتان  .  
 في الفترات المختلفة نحصل على مناطق تزايد xباختيار قيمة مناسبة لـ 

  بالجدول الآتي وتناقص الدالة كما 
  

)  الفترة )∞,3  





 3,

5
12  








5
12,2  ( )2,0  ( )0,∞−  

fإشارة  ′  -  -  +  +  -  
  متناقصة  متزايدة  متزايدة  متناقصة  متناقصة  fالنتيجة 

) ، لها نهاية صغرى محليةf ،ومن اختبار المشتقة الأولى ) 00 =f ونهاية   
48عظمى محلية 

5
12

−=





f   
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   ،يمكنك إثبات أن) 7

( ) ( )
( )22

23

65

361854

+−

+−
=′′

xx

xxxf  

)ولحل المعادلة  ) 0=′′ xfيلزمنا حل معادلة الدرجة الثالثة    
036185 23 =+− xx   

وهذا أمر صعب في المرحلة الحالية إلا إننا نعلم أن لهذه المعادلة حل حقيقي 
) عند انقلاب أي يوجد نقطة x≈35.2عند  )4.50,35.2  وكذلك عند −

5.2≈x، 2.1−≈x   
  

   ،قاربية الأفقيةلإيجاد الخطوط الت) 8

                                             2
65

2lim 2

2
=

+−±∞→ xx
x

x
  

   y=2إذن يوجد خط تقاربي أفقي 
  أما الخطوط التقاربية الرأسية فهي 

2=x، 3=x  
 ، يقطع خط التقارب الأفقيf أن بيان) 126شكل ( من الجدير بالملاحظة 

2=y،عندما ،   
                              ( ) 2=xf  

                        2
65

2
2

2
=

+− xx
x  

                       6522 +−= xxx  
                                    

5
6

=x   

أي أن نقطة التقاطع 





 2,

5
6 .  
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  )18(مثال ): 126(شكل 
  

  المائلة التقاربية الخطوط 
)إذا كان  ) ( ) ( )xDxNxf =، ( )xN، ( )xD كثيرا حدود بحيث 

)درجة  )xN أكبر من درجة ( )xD فإن بيان ،1 بمقدار f يكون له خط 
cmxyتقاربي مائل    وهذا المستقيمf، أي أن المسافة الرأسية بين بيان =+
 نستعمل ،ولبرهان هذه القاعدة. ±∞ من x كلما اقتربت 0يقترب من 

)القسمة المطولة  )xN تقسيم ( )xD للتعبير عن ( )xfعلى الشكل .  

0        1-         2-         3-  
1.2-  

6 
 
 
4 
 
 
2 

65
2

2

2

+−
=

xx
xy

 

( )2,2.1
 

y

• 

3               2             1  

2.5    2.35  

( )48,4.2 −
48-  
50.4-  

≈
x
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( ) ( )
( )

( )
( )xD
xrcmc

xD
xNxf ++==  

  

)حيث  )xr ذو درجة أقل من ( )xD لدرجة أن ( )
( ) 0lim =

∞→ xD
xr

x
، 

( )
( ) 0lim =

−∞→ xD
xr

x
  

)وبالتالي تقترب  )xf من cmxy    .−∞ أو ∞ من x كلما اقتربت =+
  

  ): 19(مثال 
   ،fاربية لبيان اوجد الخطوط التق

( )
1

3
2

3

+
=

x
xxf  

  الحــل 
 المقام ، لا يوجد خطوط تقاربية أفقية،درجة البسط أعلى من درجة المقام

   لا يوجد خطوط تقاربية رأسية وبإجراء القسمة نجد ،موجب دائماً ولا ينعدم

( )
1

333
2

3

+
−+

=
x

xxxxf  

                           ( )
1

313
2

2

+
−+

=
x

xxx  

( )
1

33 2 +
−

−=
x

xxxf    

  ولكن 
           0

1
3lim 2 =
+

−
+∞→ x

x
x

   
  

xy يوجد خط تقاربي مائل هو ∴ 3=   
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  ): 20(مثال 
   ،fناقش وارسم بيان   

                                         ( )
762

3

−+
=

xx
xxf  

  الحــل 

                                          ( ) ( )( )16

3

−+
=

xx
xxf  

  

 حيث يوجد عدم استمرارية لا x، 7−=x=1الدالة مستمرة ما عدا عند 
  وبحث إشارة الدالة نجد أن . نهائية

  

)  الفترة )∞,1  ( )1,0  ( )0,7−  ( )7,−∞−  
2  2   للاختبارxنختار 

1  1-  8-  
)إشارة  )xf  +  -  +  -  

  سالبة  موجبة  سالبة  موجبة   fالنتيجة أن 

  .  درجة المقام>يوجد خطوط تقاربية أفقية لأن درجة البسط لا 
   x، 7−=x=1يوجد خطان تقاربيان رأسيان عند 

  ،وبما أن

( )
76

76
2

2

−+
+−

+=
xx

xxxxf  
  

6
76

76lim 2

2
−=

−+
+−

∞→ xx
xx

x
 

  ،إذن يوجد خط تقاربي مائل
                               6−= xy   

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 11:44 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 300 

  نستطيع الآن إثبات أن 

( ) ( )
( )22

22

76

2112

−+

−+
=′

xx

xxxxf  

   وعندما x=0يوجد نقط حرجة عند 
021122 =−+ xx  

  

2
8414412 +±−

=x  
  

                          576 ±−=  
  

6.1≈  ,  6.13−   
  

fلذلك نبحث إشارة    ويكفي لذلك .  لتحديد القيم القصوى′

fإشارة    المختارة-x  الفترة   fالنتيجة أن   ′
( )6.13,−∞−  
( )7,6.13 −−  

( )0,7−  
( )1,0  

( )6.1,1  
( )∞,6.1  

20−  
8−   
1−  
5.0  
5.1  

10  

+  
-  
-  
-  
-  
+  

  متزايدة 
  متناقصة 
  متناقصة 
  متناقصة 
  متناقصة 
  متزايدة 

  
21122بحث إشارة المقدار  −+ xxلأن باقي العوامل موجبة  .  

)  هيx=−6.13نجد أن، توجد نهاية عظمى محلية عند  ) 3.276.13 −≈−f، 
) هي x=6.1توجد نهاية صغرى محلية عند  ) 8.06.1 ≈f .  
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  ). 127(مما سبق يتضح بيان الدالة كما هو في شكل 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  )20(مثال ): 127(شكل 

  

   ،ويمكننا إضافة ملاحظتين
1 (0=x 0 ميل المماس عندها انقلاب ليست قيمة قصوى هي نقطة.  
=−6ي المنحنى يقطع خطه التقارب) 2 xy عندما   

( )6
762

3
−=

−+
x

xx
x  

( )( )766 23 −+−= xxxx  

42433 +−= xx  

977.0
43
42

≈=x  

)أي عند النقطة  )023.5,977.0 −   

762

3

−+
=

xx
xy  

2-   4-    6-    8 -    10-   12-   14-   16-  8   6   4   2  x  
5-  
10-  

 

15-  
 

20-  
 

25-  
 

30-  

( )6.27,6.13 −−  

20 
 

15 
 

10 
 

5 ( )8.0,6.1  

• 
• • 
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  ): 21(مثال 
)ناقش وارسم  )fgr ،   

                                         ( ) 43 34 xxxf −=   
   حيث g ، hثم ارسم بياني الدالتين 
( ) 43 34 xxxg −=  ،  ( ) 43 34 xxxh −=   

  الحــل 
) ، حيث أن R مستمرة على fالدالة  ) ( )xxxf 343 −=   

f موجبة على الفترة 







3
 وسالبة على الفترتين 4,0






 ∞,

3
4 ، (  وبيان−∞,0(

 عند xالدالة يقطع المحور 
3
4

=x , 0=x والمحور y 0 عند=x أي 

)يمر بالنقطتين  )0,0، 





 0,

3
4 .  

( ) 32 1212 xxxf −=′  
( ) 23624 xxxf −=′′  

   ( ) 0=′ xf 0 عند=x ، 1=x   
،  ( ) 00 =′′f ، ( ) 121 −=′f   

) النقطة ∴    تناظر نهاية عظمى محلية 1,1(

) فإن x=0أما عند  ) 241 =−′f ، 
2
3

2
1

+=





′f   

fأي  نما هي نقطة إنقلاب ميل  لا تتغير إشارتها وهي ليست نقطة حرجة وإ′
  . 0المماس عندها 

  ).أ-128(الرسم في شكل . ولا يوجد أي خطوط تقاربية
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  )21(مثال ): 128(شكل 
  

)الدالة  ) 43 34 xxxg ) هي نفسها =− )xf على الفترة التي فيها f 

موجبة أي على 





3
ffg لأن 4,0   ولكن على الفترتين ==





 ∞,
3
4 ،

( ffg سالبة f فإن −∞,0[ و انعكاس لبيان ه g فيكون بيان ==−
f بالنسبة للمحور x ب-128( كما هو واضح في شكل .(  
  

)الدالة  ) 43 34 xxxh ) هي في الواقع =− ) ( )xfxh ) ونطاق = )xh 

) التي تجعل xهو قيم  ) 0>xf أي أن نطاقها 
3
40 ≤≤ x .فبيان لذلك 

( )xh يقع فقط في الفترة 





3
)وقيم . 4,0 )xh هي الجذور التربيعية لقيم 

( )xf جـ-128( المناظرة شكل .(  

)ب  
43 34 xxy −=

 
43 34 xxy −=

 
)جـ  43 34 xxy −=

 

)أ  

x

gy
1 

1 2       1  
3
4

 
x

h
y

1 

1-  2       1  
3
4

 

x

fy
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  )5-5(تمارين 
  

  . fناقش وارسم بيان الدالة ) 24(إلى ) 1(فيما يلي من 
  

)1(  ( )
2

3
+
−

=
x

xxf  )2(  ( )
1

6
2

2

−
−+

=
x

xxxf   

  

)3(  ( )
1

2
2

2

+
=

x
xxf  )4(  ( )

1
1

2 +
−

=
x
xxf  

  
)5( ( ) 22 2 ++= xxxxf  )6(  ( ) 93 2 +−= xxxf  
  

)7(  ( )
34

4
2 +−

=
xx

xxf  )8(  ( )
3
52

+
−

=
x
xxf  

)9(  ( ) ( ) 3 24 xxxf −=  )10(  ( )
1

442

+
−−−

=
x

xxxf  

)11(  ( )
x

xxf 5+
=  )12(  ( ) ( ) 23 21 xxxf −=  

)13(  ( ) ( )12 += xxxf  )14(  ( )
12

62
2

2

−−
−

=
xx

xxxf  

)15(  ( )
2

32 2

−
−−

=
x

xxxf  )16( ( ) ( ) ( )34 2 +−= xxxf  

)17(( )
xx
xxxf

2
24142

2

2

+
−+−

=  )18(  ( )
1

62

+
−−

=
x

xxxf  
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)19(  ( )
1
3

2 −
−

=
x
xxf  )20(  ( )

4
4

2 −
+

=
x
xxf  

)21(  ( )
12

422
2

2

−+
−−

=
xx

xxxf  )22(  ( )
9

633
2

2

−
+−−

=
x

xxxf  

)23(  ( )
1
1

−
+

=
x
xxf  )24(  ( )

1
2

−
+

=
x

xxf   

    ،fعين القيم القصوى وارسم بيان الدالة ) 25(

( )

( )

( )
















≥

<≤−

<≤−+−

<≤−

<

=

6,0

65,68

53,87547

31,13

1,0

2

2

2

x

xx

xxx

xx

x

xf  

  

نقلاب وخطط أوجد القيم القصوى ونقط الا) 31(إلى ) 26(في التمارين من 
  . fبيان 

)26(  ( )
( )2

2

12 −
=

x
xxf  )27(  ( )

( )22
2
+

=
x

xxf  

)28(  ( )
1

3
2 +

=
x

xxf  )29(  ( )
1

4
2 +
−

=
x

xf  

)30(  ( ) 2

2 2
2 x
xxf −=  )31(  ( )

x
xxf

8
38 3 +=  

  

  ) 44(إلى ) 32( من fخطط بيان 

)32(  ( )
23
62

2

2

++
−+

=
xx
xxxf  )33(  ( )

32
6

2

2

−−
−−

=
xx

xxxf  
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)34(  ( ) 24
4
x

xxf
−
−

=  )35(  ( )
32

3
2 −+

+
=

xx
xxf  

)36(  ( ) 762 −+= xxxf  )37(  ( ) 762 −+= xxxf  

)38(  ( ) ( )22 76 −+= xxxf  )39(  ( ) ( )32 76 −+= xxxf  
)40(  ( ) 228 xxxf −+=  )41(  ( ) xxxf 62 3 −=  

)42(  ( ) 83 += xxf  )43(  ( ) xxf cos2 +=  
)44(  ( ) xxf sin1−=  
  

  .fخطوط التقاربية لبيان عين جميع ال) 50(إلى ) 45(في التمارين من 

)45(  ( ) 2

2

9
2

x
xxf

−
=  )46(  ( ) 2

3

9
2

x
xxf

−
=  

)47(  ( ) 29
2

x
xxf

−
=  )48(  ( )

3
2

−
+

=
x
xxf  

)49( ( )
9

19
2

24

−
+−

=
x

xxxf  )50(  ( )
1

3
2

23

−
+

=
x

xxxf  
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نهايات العظمى أو الصغرى سوف نهتم خصوصاً بالتطبيقات التي تبحث عن ال
  .للدالة

) على النحو x كمية فيزيائية تتغير مع متغير مستقل Qفإذا كانت  )xfQ = .

) فإذا كانت )xf قابلة للاشتقاق فإنه من الممكن استعمال 
qx
dQ لإيجاد القيم 

 optimal ةأحيانا نسمي القيمة القصوى، القيمة المفضل. Qالقصوى للكمية 

value، فقد تكون القيمة المفضلة هي العظمى تارة وقد تكون الصغرى تارة 
 مسألة الحصول على القيمة المفضلة ، ونسمي هذه المسألة.لأخرى

optimization  problem. سوف نبدأ بتطبيقات عامة ثم نعطي تطبيقات 
  . وعلوم الحياةالاجتماعية والعلوم والاقتصادخاصة في الميكانيكا 

  
  تطبيقات على القيم القصوى: 1-6بند 

ثني من . cm180 وطوله cm120   لوح معدني مستطيل عرضه):1(مثال 
 زاوية قائمة QS حول QBCSأي أدير . xنهايتي الطول جزئين طوليهما 

SCDRبحيث  زاوية قائمة PR حول APRDوكذلك  = .  
 بحيث يسمح الجاروف المصنوع بهذه الكيفية من SC أو DRاوجد مقدار 

  .جمع أكبر كمية من المادة أثناء الجرف
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  الحــل
  . DR، SC ترمز لطولي  x). 129(اللوح وكيفية ثنيه موضحه في شكل 

  

  
  )1(مثال ): 129(شكل 

  
DR وارتفاع جوانبه RSتتحدد سعة الجاروف حسب عرضه  CS أو ′ ′ .

   فإن Aإذا رمزنا للمساحة بالرمز . يمكن أي هذه المساحة أكبر ما
( )xxA 2180 −=  

   22180 xx −=    ,   900 ≤≤ x  

 A ولأنها أقل من نصف الطول وللحصول على 0 أكبر من xلأن 
   ،القصوى

x
dx
dA 4180 −=  

     0=  
cmx  يؤدي إلى  45=  

42    وبما أن 

2
−=

dx
Ad   
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∴ 45=x هي عدد حرج يناظر نهاية عظمى للمساحة A .  
cmxوعلى ذلك يثنى جزء طوله   من نهايتي الطول للحصول على =45

  .فضل جاروفأ
  

 على ، من التن3100cmكل منها  يراد صنع علب للمشروب تسع): 2(مثال 
علماً بأن للغطاء حافة تساوي .  دائرية قائمة بغطاءأسطوانةشكل 

10
 من 1

  .  تستخدم للبرشمةالأسطوانةارتفاع 
  . ممكنةأوجد أبعاد هذه العلب بحيث تكون بأقل تكاليف 

  الحــل 
  .  الارتفاعh ، نصف القطرrبفرض 

   Vحجم العلبة 
hrV 2π=  

                         إذن 
hr 2100 π=  

  أو

2
100

r
h

π
=  

   ،ي الصناعةمساحة الشريحة المستخدمة ف
   A= المساحة الحانبية + مساحة القاعدتين + مساحة الحافة 

                          
10

222 2 hrrrhA ⋅++= πππ  

                                   





 ++=

10
2 hrhrπ   

                                    





 +=

10
112 hrrπ    
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2بوضع . ولتقليل التكاليف يجب جعل هذه المساحة أصغر ما يمكن
100

r
h

π
=  







 += 2

1102
r

rrA
π

π  

r
rA 2202 2 += π  

2
2204
r

r
dr
dA

−= π  

   A′=0 عندما Aوالقيمة القصوى لـ 

02202 2 =−
r

rπ  

02202 3 =−rπ  

3
1

110






=

π
r  

cmr 25.3≈  

( )225.3
100

π
=h  

cmh 3=  
 

cmr وطوله cm3.0والشريط المستخدم للبرشام عرضه  4.202 =π   
  وبما أن 

            32

2 4402
rdr

Ad
+= π    

إذا القيمة القصوى للمساحة هي النهاية الصغرى للمساحة .  دائماًموجبة
  . المستخدمة
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  )3(مثال 
أوجد أكبر حجم اسطوانة دائرية قائمة من الممكن أن تمس حافتي قاعدتها   

  .Rالسطح الداخلي لقشرة كروية نصف قطرها 
  الحــل 

شكل (لكي نعبر عن حجم الاسطوانة 
130(، v،نوجد . واحد  بدلالة متغير

أولاً علاقة بين نصف قطر الاسطوانة 
. h وارتفاعها ونفرضه rونفرضه

هذه العلاقة واضحة من مبرهنة  وتبدو
            ،فيثاغورث

      2
2

2
2

rhR +





=              130(شكل(  

     222
4
1 hRr −==  

   ،vوالحجم 
              hrV 2π=  

   









−=

4

2
2 hRhV π  

    









−=

4

3
2 hhRV π  

   العظمى عندماه قيمتvويبلغ 

                        0=
dh
dv  

             0
4
3 22 =






 −= hR

dh
dv π  

R 
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                                                     22
3
4 Rh =  

                                                     Rh
3

2
=  

  ،وعندئذ

                                             
3

2
22 RRr −=  

                                                    Rr
3

2
=  

   حجم الأسطوانة المفضلة هما∴

                  Rh
3

32, =   Rr
3
6

=  

  ، اختبار المشتقة الثانية،وواضح أن

                        





−= h

dh
vd

2
3

2

2
π  

vوبما أن     . نهاية عظمىv سالبة إذن فعلاً ′′
  ،ومقداره









−−⋅= 32

max 9
32

3
32 RRRV π  

                                        
9
34 3Rπ

=  

  
  )4(مثال 
 حداثياتها الكارتيزيانإ في الساعة العاشرة صباحاً من نقطة Aبحرت سفينة أ  

( ) ساعة/كيلومتر (50بسرعة ) y المحور( كم متجهة نحو الشمال 10,40(
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N  شمال 

 غرب
w 

y  
hkm60  

B  
( )40,80  

• 

° ⋅ ( )10,40  

A hkm50  

) من النقطة Bبحرت فيه سفينة أفي نفس الوقت الذي  رعة  كم بس40,80(
يمكن لبعضهما والمسافة  غرباً متى تصبحان أقرب ما) ساعة/كيلومتر (60

   ).131شكل  (.بينهما عندئذ
  
  
  
  
  

  )131( شكل 
  
  الحــل

   شمالاt50ً=الزمن×  السرعة= قد قطعت مسافة  A تكون tبعد زمن قدره 
)اثياتها حدإصبح أو )t50,10,40  

   غرباt60ً=قد قطعت مسافة  Bفي نفس هذا الزمن تكون 
)حداثياتها إصبح أو )40,6080    ،هو  عندئذ يكون البعد بينها−

( ) ( )2
12

2
12 yyxxD −+−=  

  ،أو
( ) ( )222 50406040 ttD −+−=  

  ،يمكن  أصغر ما2d وبالتالي dن المراد أن تكو
( ) ( )( ) ( )( ) 050504026060402

2
=−−+−−= tt

dt
Dd  

  ،200بالقسمة على 
                    ( ) ( ) 0545646 =−−−− tt  
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                    025203624 =+−+− tt  
                             4461 =t  
                            hours     

61
44

=t  

                      17437213.0 == ht  

)وحيث أن                         ) 012200
22

>=
dt
Dd  

   نهاية صغرى هيD فعلا ∴
22

2
min 61

445040
61
446040 






 ×−+






 ×−=D  

                                   23.26=  
                               kmD 13.5min ≈  

  
  :)5(مثال 
 في الهواء على ارتفاع ما عن سطح البحر تكونت له Oإذا وضع جسم   

 ضوئي يصدر من الجسم ينكسر حين  وأي شعاع. داخل الماء،Iصورة 
 وتسمى الزاوية .يلاقى السطح الفاصل بين الهواء والماء ويصل إلى الصورة

  . زاوية السقوط،1θ ،بين الشعاع الساقط والعمود على السطح الفاصل
  .ر زاوية الانكسا،2θوالزاوية بين الشعاع المنكسر والعمود، 

وتنص قاعدة فيرمات على أن الضوء يقطع الطريق من الجسم إلى الصورة 
 سرعة 2υ ، سرعة الضوء في الهواء1υ فإذا كانت .في أقل زمن ممكن

  الضوء في الماء 

 ، قانون سنلفاثبت
2

1

2

1
sin
sin

υ
υ

θ
θ

  )132شكل  ( . =

 ثانية   دقيقة
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  الحــل

 قابل Oاع الساقط من نفرض الشع
 وانكسر pالفاصل في  السطح

  .Iحتى لاقى الصورة 
 تبعد p .ونفرض كما بالشكل

 على O عن مسقط xمسافة 
  1O ،السطح الفاصل

 قابل Iكما نفرض الأفقي عند 
  )132(              شكل     .Qفي نقطة  Oالرأسي عند 

hOQوأن  =، bQI =  
  

  المسافة
   =p إلى Oالزمن المستغرق من 

أ،   السرعة
1

1 υ
OPt =  

  المسافة
   =I إلى pوالزمن المستغرق من 

أ،   الزمن
2

2 υ
PIt =  

   هوI إلى O الزمن الكلي من ∴

                                  
21

21 υυ
PIOPttT +=+=  

)             ،ولكن )222
xbaPI −+=  

)  و                 ) 222
xahOP +−=  

)               ،إذن ) ( )
2

22

1

22

υυ
xbaxahT −

+
++

=  

h  a  

N العمود  

p  

2θ  
x  

b  
Q  

1θ  
1θ

 

O شعاع ساقط 

شعاع 
نكسرم  

I  
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=0 ، تحدث عندماTوالقيمة القصوى للزمن 
dx
dT،  

 أي  

( )
( )

( )
( )( ) 012

2

112
2

11
22

2
22

1

=−−
−

⋅+⋅
++

⋅= xb
xba

x
xahdx

dT
υυ

  
   ،إذن

                            

 
( )

( )
( )

0
2

1

2

1
222221

=
−

−
⋅−

++
⋅

xba

xb

xah

x
υυ

 

             ،ومن هندسة الشكل
( ) 221sin

xah

x
po
x

++
⋅=θ  

                               و   
( )222sin

xba

xb
Ip
xb

−+

−
=

−
=θ  

  ،إذن

0sinsin

2

2

1

1 =−
υ

θ
υ

θ
 

                                                ،ومنها
2

1

2

1
sin
sin

υ
υ

θ
θ

=  

  
  )6(مثال 
)النقطتان    )16,4A، ( )12,8B ثابتتان والنقطة p تتحرك على المستقيم 

0=+ xy تتغير الزاوية  وبالتالي>= APBθ أوجد أكبر قيمة ممكنة 
  .θللزاوية 
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  الحــل
  pحداثيا إنفرض أن 

)هما  )yx,، لكن   
p تتحرك على المستقيم  
xy −=  

) هما pإذن احداثيا  )xxp −,  
  ،APميل المستقيم 

4
16

4
16

1 −
−−

=
−
−

=
x
x

x
ym               133( شكل (  

  ،BP، ميل المستقيم 

                       
8
12

8
122

2 −
−−

=
−

−
=

x
x

x
ym  

  مين هويبين المستق θظل الزاوية 

                           
21

12
1

tan
mm
mm

+
−

=θ  

             
( ) ( )

( )( )
( )( )48

16121
8

12
4

16

−−
−−

+

−
−

−
−
−

±=

xx
xx
x
x

x
x

  

   

     ( )( ) ( )( )
( )( )( )( )161248

124168
−−−−
−−−−−

±=
xxxx
xxxx  

  

  
1128

40
224162

80
22 ++

±
=

++
±=

xxxx
  

θ
 

y
 

( )yxp ,
 

( )12,8B
 
• 

• ( )16,4A
 

0=± xy
 

x
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  ،يمكن يمكن عندما يكون المقام أصغر ما  أكبر ماθtanويكون مقدار 
) نهاية صغرى ، fأي الدالة  ) 11282 ++= xxxf   

                                  ( ) 082 =+=′ xxf   
   x=−4النقطة الحرجة ،                

)وعندها                     ) 2+=′′ xf   
∴ 4−=x نقطة تناظر نهاية للدالة ( )xf   

                      ( )4min −= ff  
             1123216 +−=  

                           96=  
إذن                       

96
40tan max =θ  

                           
12
5tan max =θ  

  ) لأن الإشارة هنا ضرورة لها فالمطلوب مقدار أكبر زاويةθtanأخذنا مقدار (

                        





= −

12
5tan 1

maxθ  

  
  :)7(مثال 
ع مخروط دائري قائم  ملتحمة مRاسطوانة دائرية قائمة نصف قطرها   

 إذا كان حجم الحديد .رأسي قاعدته مطابقة لقاعدة الاسطوانة المتصلة به
 S أوجد المساحة السطحية للمجسم ،Vالمستخدم في صناعة هذا المجسم هو 

 ثم أثبت أن هذه المساحة .θة نصف رأس المخروط  وزاويR، Vبدلالة 
  .o2.48≈θيمكن عندما  أصغر ما
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   الحــل
   فإن ،hبفرض ارتفاع المخروط هو 

                      
h
R

=θtan  

                    θcotRh =  
                           Hوبفرض ارتفاع الاسطوانة 

  V=  حجم الاسطوانة+ حجم المخروط 

hRHRV 22
3
1ππ   )134( شكل             =+

  إذن 

                                             
32
h

R
VH −=

π
  

                                      θ
π

cot
32
R

R
VH −=  

  ،Sالآن المساحة الجانبية 

{
المخروطالقاعدة

الراسمطول

الإسطوانة
RhRRHRS 2222 πππ +++⋅= 44 344 21

48476

43421  

2222
2 cotcot

3
2 RRRRR

R
VRS πθπθ

π
π +++






 −=  

   2222 cot1cot
3
22 RRR

R
V πθπθπ +++−=  

θθولكن   22 csccot1 =+   







 −++= θθπ cot

3
2csc12 2R

R
VS  

22 hR +  
θ  

h  

H  

R  
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   ، القصوىSوللحصول على قيمة 







 +−= θθθπ

θ
22 csc

3
2cotcscR

d
dS   

 





 −= θθθπ cotcsc

3
2csc2R  

=0والعدد الحرج عندما 
θd

dS، 0csc ≠θ   

0cotcsc
3
2

=− θθ  

0
sin
cos

sin3
2

==
θ
θ

θ
 

0sin ≠θ   ⇒  0cos
3
2

=− θ   ⇒  
3
2cos =θ   ⇒  o2.48=θ  
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  )1-6(تمارين 
  
صندوق مفتوح قاعدته مستطيلة يراد صنعه من لوح كرتون مستطيل ) 1

بقطع مربع من كل ركن ثم ثنى .  بوصة24وطوله .  بوصة12 عرضه
 ضلع المربع الذي يقطع أوجد طول. قائمة يةالجوانب الناتجة بزاو

  . ندوق حجمه أكبر ما يمكنصعلى    للحصول
  
  
  
  

  )135(شكل         
                                                    

.  بوصة مربعة من سائلπ24 بدون غطاء يراد أن تسع أسطوانيةحاوية ) 2
 قرشاً للبوصة المربعة 15اعة القاعدة الدائرية ثمن المادة المستخدمة لصن

  .  قروش للبوصة المربعة5وثمن المادة المستخدمة لصناعة السطح المنحنى 
  .   اللازمة لتقليل التكاليف ما أمكنالأسطوانةأوجد أبعاد   

  

 دائرية قائمة يمكن أن ترسم داخل مخروط دائري لأسطوانةأوجد أكبر حجم ) 3
   . سم ولها نفس محور المخروط4م ونصف قطر قاعدته  س12قائم ارتفاعه 

  

والثاني من الغرب  طريقان متعامدان أحدهما يمتد من الجنوب إلى الشمال) 4
 متجهة P صباحاً مرت سيارة بنقطة 10:00وفي الساعة . إلى الشرق

  وفي نفس اللحظة مرت . كيلومتر في الساعة40شرقا بسرعة ثابتة 
جنوبا   كم وهي متجهة20 وتبعد عنها P شمال  سيارة أخرى بنقطة

12 

24 

x 

x 
x x 
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 .حدد اللحظة التي يكونا أقرب ما يمكن من بعضها. ساعة/ كم50بسرعة 
  )).136(شكل (

  
  
  
  
  

 )136(شكل       

  
  
 كم عن ضفة نهر يرغب الوصول لنقطة على 2رجل في قارب على بعد ) 5

ساعة / كم3إذا كانت سرعة القارب .  كم6على بعد الشاطئ تقع يمينه 
أوجد أقل زمن لازم الوصول . ساعة/ كم5وسرعة المشي على الطريق 

  ) ).137(شكل (إلى هذه النقطة 
 
 
  
  
  
  
  
  

  )137(شكل 
  

x 
B 

D 

   2  كم

A 

C 

   6  كم

km20  
 غرب شرق

 جنوب

 شمال

• P  
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 متر طولي من الأسلاك الشائكة يرغب لعمل سور لحقلين 60يمتلك فلاح ) 6
 مستطيلا طوله ضعف  أحدهما يكون،)138(منفصلين كما في شكل 

أوجد أبعاد الحقلين إذا علمت أن الفلاح يريد . عرضه والثاني مربع الشكل
  . الحصول على أكبر مساحة ممكنة للحقلين

  
  
  
  
  
  
  
  

  )138(شكل 
  

7 (ABمتر 2تفاعها ر لوحة إعلانية ا 
 6مثبتة بقمة عامود رأسي ارتفاعه 

. ينظر إليها شخص على الأرض. متر
ولكي تتحقق أحسن رؤية يجب أن 
تكون الزاوية بين الشعاعين من العين 

. أكبر ما يمكن)  θ(لقمة وقاع اللوحة 
وجد هذه الزاوية القصوى وبعد أ

  )139(شكل            . الشخص عن قاع العمود عندئذ
  ) 139(شكل ) xالمسافة (  

° 

θ
 O

 

A
 

m6
 

x
 

B
 

m2
 

C
 

×  

×  
×  ×  ×  ×  ×  

×  
×  

×  ×  ×  
×  ×  

×  
×  

×  
×  ×  

×  
×  

×  
×  ×  

×  
×  

×  

×  
×  

×  
×  

×  
×  
×  ×  

×  ×  
×  

×  
×  

×  
×  
×  ×  

×  
×  ×  

×  ×  

×  ×  ( ) 4660 x−=l  

l  

x2  

x  

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 11:45 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 324 

  : إذا كانzأوجد القيم القصوى للمقدار ) 8
xyz     -أ   = ،  10=+ uy  
24   -ب   xyz += ،  ( ) 32412 =+ yx   
22   -جـ   yxz += ،  40=− yx   

  
 بحيث تكون 3سم100يراد صناعة صندوق مربع القاعدة بغطاء حجمه   ) 9

أوجد أبعاد هذا . مساحة الرقيقة المستخدمة في التصنيع أصغر ما يمكن
  . الصندوق

 متر مبني 2.5سور ارتفاعه ) 10
عمودي على أرض أفقية ويوازي 
واجهة منزل ويبعد عنها مسافة 

). 140(كما بشكل .  متر0.3
أوجد السلم ذا أقل طول الذي 
يمكن أن يستند على الأرض 

  .والسور والمنزل
  )140(شكل                       

  
أوجد بعدي مستطيل له أكبر ) 11

مساحة يمكن رسمه داخل 
 ،aرة نصف قطرها نصف دائ

شرط وقوع أحد حوافه على 
شكل . قطر النصف دائرة

  )141(                                 شكل     ) 141(

m5.2  

m3.0  

a  
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خيمة على شكل هرم منتظم مربع القاعدة إذا كان مساحة القماش ) 12

.  طول ضلع القاعدةS، xالمستغل في صناعة الأوجه المثلثة الأربعة هي 
hxأثبت ان حجمها أكبر ما يمكن عندما  شكل .  ارتفاعهاh حيث ،=2

)142 (  
  
  
  
  
  
  
  

  )142(شكل 
  

x  

h  
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    تطبيقات اقتصادية واجتماعية وعلوم الحياة): 2-6(بند 
 ،المنظومات الاجتماعية المنظومات الطبيعية و تحكم معظمإن التغير هو خاصية

وسنحاول هنا إعطاء . ويعطينا الحسبان أحسن الطرق لدراسة هذه المنظومات
  . صورة لبعض تطبيقات المشتقة لعلوم الاجتماع وعلوم الحياة

   في الاقتصاد-أ
إن الدخل والربح مثلا يعتمدان على تأرجح التكاليف و الأسعار والتي بدورها 

  . د على تغيرات العرض والطلبتعتم
والاقتصاد هو ما يحاول حل مسائل القيم المفضلة التي توفر الاستخدام الفضل 

  .للموارد
  

  ): 7(مثال 
 دينار وعليه تكاليف شهرية ثابتة 12مصنع ينتج سلعة تكلفة القطعة منها 

ما هو عدد القطع .  دينار20إذا كان ثمن بيع القطعة .  دينار10000قدرها 
  . لواجب إنتاجها شهرياً حتى يضمن عدم الخسارةا

  الحــل 
( ) xxC 1210000   التكاليف الكلية   , =+

( ) ( )
xx

xCxc 1000012   متوسط تكلفة القطعة   , ==+

( ) xxR   العائد الشهري   , =20
           ( ) ( ) ( )xCxRxP   الربح الشهري  , =−

 ( )xx 121000020 +−=   
  ، أي بدون خسارة عندما ينعدم الربح، "break-even" تكون المنظومة كيت 

                          ( ) 0=xP   
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0100008أي عندما               =−x   
                            1250=x   

  .  قطعة لا ينجم عنه خسارة ولكن بدون ربح1250 إنتاج ∴
 فإن الاقتصاديين يستعملون الدوال ، عدد الوحدات المنتجةxوعموماً إذا كان 

C، c، R، Pلي المعرفة على النحو التا،   
) من الوحداتx سعر تكلفة :دالة التكلفة) 1 ) =xC   

) :دالة متوسط التكلفة) 2 ) ( )
x
xCxc =  

  =           متوسط تكلفة الوحدة 
) من الوحداتx العائد عن بيع :دالة العائد) 3 ) =xR  
)          :دالة الربح) 4 ) ( ) ( )xCxRxP −=   

   =  من الوحداتx             أرباح بيع 
f هي أحد الدوال السابقة فإن هامش القيمة المناظرة هو fوإذا كانت  أي  .′

 هي دالة هامش التكلفة ودالة متوسط التكلفة ودالة ′C′، c′، R′، Pأن 
 هي معدل تغير ′Cأي أن . هامش العائد ودالة هامش الربح على الترتيب

  . التكلفة بالنسبة لعدد الوحدات المنتجة وهكذا
  

  : )8(مثال 
   ،)بالدينار. ( من الوحدات يعطى بالعلاقةxتوصلت شركة أن تكلفة إنتاج 

  ( ) 20001.005.0200 xxxC ++=   
 وحدة ولإنتاج 500أوجد تكلفة ومتوسط التكلفة وهامش التكلفة لإنتاج   -أ 

  . وحدة5000
  .  وحدة1001  وحدة بنظيره عند إنتاج1000 قارن هامش التكلفة عند إنتاج -ب
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  الحــل
( ) 20001.005.0200 xxxC ++=  
( ) ( ) x

xx
xCxC 0001.005.0200

++==  
( ) xxC 0002.005.0 +=′  هامش التكلفة            

   x=500 عندما -أ
 ( ) 250=xC  ,  ( ) 5.0=xc   , ( ) 15.0=′ xC  

  x=5000وعندما 
( ) 2950=xC  ,  ( ) 59.0=xc   , ( ) 05.1=′ xC  

  
  x=1000 عندما -ب

( ) 350=xC  ,  ( ) 35.0=xc   , ( ) 25.0=′ xC  
  x=1001عندما 

( ) 25.350=xC   
)ي الفرق ف )xC   

( ) ( ) 25.010001001 =− CC  
  ولكن 

( ) 25.01000 =′C  
  أي أن 

( ) ( ) ( )100010001001 CCC ′=−  
) عندما يكون سعر البيع هو xإذا كان عدد الوحدات المباعة  )xP . أي أن

( )xPعندما يكون الطلب هو  هو ثمن السلعة xمن الوحدات  .  
( )xPويكون العائد عندئذ، تسمى دالة الطلب ، ( ) ( )xxPxR =   
( )xP′يسمى هامش دالة الطلب .  
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)وحيث أن نقصان  )xP المباعة  يصاحبه عادة زيادة عدد السلعx . أي أن
( )xPهي دالة متناقصة  .  

)أي أن  ) 0<′ xP لكل x . عادة نرمز لـ( )xP بالرمز S وعادة ما 
  . معرفتان من خلال دالة ضمنيةS، xتكون 

  
  ): 9(مثال 
 تبعاً للعلاقة S وحدة يرتبط بسعر بيع القطعة xالطلب لـ  

0120002 2 =−+ Sx. أوجد دالة الطلاب ودالة هامش الطلب ودالة العائد 
  .  من أجل أكبر عائد ممكن وأوجد هذا العائدxأوجد . وهامش العائد

  ل ــالح
0120002    )أ  2 =−+ Sx  

)    ،دالة الطلب ) xSxP 212000 −==  
          ،                   ( ) ( )xxPxR =  
xx  ،      دالة العائد 212000 −=  

)      ،هامش الطلب )
x

xP
212000

1
−

−
=′  

)       ،هامش العائد )
x

xxR
212000

312000
−

−
=′  

)أكبر عائد عندما   ) 0=′ xR  
                  0312000 =− x  

  ،إذن يوجد عدد حرج هو
             4000=x  

)ولما كانت  )xR′  40000 موجبة لما <≤ x وسالبة لما   
60004000 << x  
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   هي ،   يوجد نهاية عظمى للعائدx=4000 عند ∴
)دينار  ) 2530004000max == RR 

  
  ) 10(مثال 
  ).بالدينار( آلة حاسبة في اليوم هي xاكتشفت شركة إلكترونات أن تكلفة إنتاج   

                     ( ) 203.05400 xxxC ++=  
الإنتاج اليومي الذي يؤدي ،أوجد LD.20إذا بيع كل آلة حاسبة بمبلغ 

  .لأعلى ربح
  الحــل 
          ( ) 203.05400 xxxC    سعر التكلفة ==++

                             ( )xRx ==   سعر البيع  20
                            ( ) ( )xCxR     الربح اليومي =−
                            ( ) ( ) ( )xCxRxP −=  

                  203.040015 xx −−=  
)وتكون    )xP عظمى عندما   

                                         ( ) 0=′ xP  
                        006.015 =−= x  

                  Calculators     250=x  
) ،ويلاحظ أن ) 06.0−=′′ xP         

  ،نهاية عظمى   توجد فعلا x=250 عند العدد الحرج  ∴      
               ( )250max PP =  

          LD.475,1=  
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   في العلوم الاجتماعية والجغرافية –ب 
  الاجتماعينتشاريدرس كل من الاجتماعيين والجغرافيين ظاهرة الا  

Social diffusion، أو اختراع تكنولوجي أو بدعة ، معلومة معينةانتشار أي 
 إن أفراد المجتمع يمكن أن ينقسموا إلى هؤلاء الذين يعرفون .عبر السكانما 

  .يعرفنها المجموعة والآخرين اللذين لا
 يتناسب مع عدد الأفراد اللذين يملكون المعلومة وعدد الأفراد نتشارومعدل الا

  .اللذين مازالوا لم تصلهم
 وكان ،N وعدد السكان هو،ين للمعلومةهو عدد الأفراد المالك x إذا كان

) هو  نتشارمعدل الا )xr ،  ( ) xxr    ،فإن     =&
          ( ) ( )xNxxr −∝   

  أو 
        ( ) ( )xNkxxr −=  

)ذا المعدل أقصى قيمة عندما  ويبلغ ه. ثابت التناسبkحيث  ) 0=′ xr أي  

2
Nx =.                                      

 بها ثم م المعلومة يتزايد حتى يصبح نصف الناس على علانتشارأي أن معدل 
  .يبدأ في النقصان

   
  :  في علم الأوبئة–جـ 

إذا كان .  الأمراض المعديةانتشارعلى كيفية  المعلومة ينطبق انتشارنفس مبدأ 
Sعدد المرضى ، lعدد اللذين مازال المرض لم يصلهم ، Nعدد السكان  .

  فإن 

             ( ) ( )ttks
dt
ds

l−=   
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  ولكن  
            ( ) ( )tsNt −=l  

  لذلك 
                l& sS β−=   

        ( )sNs −−= β  
  
  : في علم البيئة –د

 أحدهما يفترس الآخر ،ناتا  إذا فرضنا بيئة بسيطة بها عينتان من الحيو
  .ولتصوير هذا النموذج تصور ثعالب مفترسة تفترس أرانب

 .رانب كغذاءن الثعالب لها إلا الأالأرانب تعيش على البرسيم وهو متوفر ولك
  فإذا كان 

( )tR، ( )tF هو تعداد الأرانب والثعالب على الترتيب عند لحظة t.   
 نجد أنه إذا لم يكن هناك ثعالب أي( ) 0=tFفإن دالة النمو للأرانب ،  

                     ( ) ( )taRtR =′  
   . مقدار ثابتaحيث 

   .a ثابتة وتساوي ′RRأي أن نسبة تزايد الأرانب 
 أما إذا لم يكن هناك أرانب أي( ) 0=tR فإن الثعالب تكون في تناقص 

  مستمر 
                            ( ) ( )tnFtF −=′  
 ،nأن الثعالب ستواجه تناقص مستمر بنسبة ثابتة ، مقدار ثابت أي 
( )
( )tF
tFn

′
=−.   

  .ولكن الحالة الهامة ولأكثر إثارة هي عند وجود النوعين
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)فإن معادلتي النمو يحتويان على الجداء  ) ( )tFtR . لأن عدد مرات قتل
 الذي بدوره ،الأرانب بواسطة الثعالب يتناسب مع عدد مرات المواجهة بينهما

)يتناسب مع كل من   )tR و  ( )tF مع أي  ( ) ( )tRtF. وكل عملية قتل 
)تقلل عدد الأرانب   )tR                       

  ،ويقلل من قابلية نمو الثعالب أي أن
                                        ( ) ( ) ( )( )tbFatRtR −=′  
                                       ( ) ( ) ( )( )ntmRtFtF −=′  

   .  ثوابتm، bحيث 
) أن وبما ) 0>tR ،  ( ) 0>tF فإن إشارتي ( )tR′، ( )tF  مثل إشارتي  ′
( )tbFa )  و − ) ntmR   .  على الترتيب−

) عندما استقرارويحدث  ) 0=′ tR، ( ) 0=′ tF                             
              ،أي عندما

               ( )
b
atF =، ( )

m
ntR =  
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  2-6تمارين 
  
   من الآلات الحاسبة يومياً هي xتتوقع شركة معدات إلكترونية أن تكلفة ) 1

                ( ) 202.06500 xxxC ++=  
  : أوجد . دينار18إذا بيع كل آلة حاسبة بسعر   
   .دالة العائد  ) أ   
   .دالة الربح ) ب  
   .زم لجعل الربح أكبر ما يمكنالإنتاج اليومي اللا ) ج  
  .النهاية العظمى للربح اليومي  ) د  

  
يوجد بابان  . متر مربع100مكتب يتكون من حجرتين ومساحته الكلية ) 2

عرض كل باب   . كما بالشكل.جرتين والآخر باب الخروجأحدهما بين الح
 دينار 10ئط هي  إذا كانت تكاليف دهان المتر الطولي من الحا. متر1
)اثبت أن تكاليف دهان الحوائط ) مع حذف الأبواب( )xC حيث x 

  عرض المكتب هي 
                 ( ) 






 +−+=

x
xxC 2002310  

)أوجد الخطين التقاربيين الرأسي والمائل وارسم بيان    )xC  لكل 
  0>xأوجد التصميم الذي يقلل التكاليف لأدنى حد  .  

  
  
  
  

  ) 143(شكل          

x  Room 1 

Room 2 

1 
1 
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   الحدية العامة بالمنحنى الاستجابةفي علم الكيمياء الحيوية تعطى  )3

                       ( )nnn asksR +=  
 من مادة كل من S الكيميائية المناظرة للتركيز الاستجابة هي Rحيث   

k، n، a   
 الذي يزيل به الكبد الكحول R  ومثال على ذلك هو المعدل.ثوابت موجبة  

  .        Sمن تيار الدم عندما يكون تركيز الكحول 
kR وأن S دالة تزايدية في Rوضح أن      . هو خط تقاربي أفقي للمنحنى=

  
   من الأفران من المعادلة x أفران ميكرويف يعين تكاليف إنتاج صانع )4

               ( ) 32 0002.005.01004000 xxxxC +++=  
  .101 فرن بتكاليف إنتاج الفرن رقم 100قارن هامش تكاليف إنتاج   

  
 معدنية  يصنع من ألواحVمجرى مائي للصرف مقطعه على شكل حرف  )5

 سم أوجد زاوية الرأس بين جانبي المجرى التي سوف تجعل 25عرضها 
  .يمكن كمية الماء التي يحملها أكبر ما

  
  
  
  
  

  )144(شكل 
  

θ  
12.5 

12.5 
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  .تطبيقات في الديناميكا: )3-6( بند
  المشتقات لوصف وتحليل أنواع مختلفة من الحركة، فغالبادنستعمل في هذا البن

 جسام المتحركة وسوف نكتفي هنا بحركة الأشياءما ساعد الحسبان في دراسة الأ
 كبيرا كالسيارة والقطار ، حيث سوف نعتبر أي جسم متحرك.في خط مستقيم

  والطريق الذي تتحرك فيه هذهPأو صغيرا مثل إلكترون متحرك، كأنه نقطة 
 t على هذا الخط عند زمن Pقطة فإذا كان إحداثي الن. lالنقطة كمستقيم 

)هو  )ts، فإن ( )ts  تسمى دالة الموضع للنقطةP . إذا كانl رأسيا فإن 
( )ts تستبدل ( )ty وإذا كان l أفقيا استبدلت ( )ts بـ ( )tx . وسرعة

) هي معدل تغير Pالنقطة  )tsبالنسبة للزمن ، ( )ts&، ويرمز لها بالرمز 
( )tν .  

       ( ) ( )tst &==νالسرعة   
)وتسمى  )tνوإذا كانت ، دالة السرعة ( )tν موجبة على فترة معينة فإن 
( ) 0>ts&  أن أي( )ts متزايدة وتتحرك نقطة P الموجب الاتجاه في 
)إذا كانت  أما .lللمستقيم  )tν سالبة فإن ( ) 0<ts&، ( )ts متناقصة 
) السالب وتكون الاتجاه في Pفتتحرك  ) 0=tν، عندما تغير P اتجاه 

) أما مقدار السرعة بصرف النظر عن إشارتها أي  .حركتها )tν فيسمى  
  .أو حتى يسمى مقدار السرعة كما هو" speedالإرقال "

)العجلة  )ta للنقطة P عند زمن tتغير السرعة بالنسبة للزمن هي معدل .  
                     ( ) ( )tta ν&==العجلة   
)  أو                  ) ( )tsta &&=  

)تسمى  )taويمكننا إعادة كتابة . دالة العجلة ( )tν، ( )taعلى النحو ،  

         ( ) 2

2

dt
sd

dt
dta ==
ν     ,    ( )

dt
dst =ν  

تسمى تزايد وتكون ذ وتكون العجلة موجبة عندما تكون السرعة متزايدة وعندئ
  ، تسمى تقصيرذسالبة عندما تكون السرعة متناقصة وعندئ
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 ( )ta تسمى تزايد أو تعجيل ⇒ ( ) 0>ta      
 ( )taتسمى تقصير أو تباطؤ ⇒ ( ) 0<ta  

) ⇒ عندما تكون السرعة قصوى  ) 0=ta  
  

  ): 11(مثال 
  ، بالعلاقةsة الموضع  في خط مستقيم بحيث تعطى دالPتتحرك نقطة 

                     ( ) 106315 23 ++−= tttts  
]أوصف الحركة أثناء الفترة  وأوجد إزاحة الجسم في هذه الفترة . 9,1[

   .والمسافة الفعلية التي تحركها
  الحــل 
  ، نحصل على،بالتفاضل

( ) ( ) 63303 2 +−== tttst &ν  
( ) ( ) 306 −== ttta ν&  

)نجد أن  ) 0=tν عندما   
063303 2 =+− tt  

021102 =+− tt  
( )( ) 073 =−− tt  

         t، 7=t=3أي عندما 
       t=7 عند ،t=3 حركته مرتان عند اتجاهأي أن الجسم غير 

)وببحث إشارة  )tν، على الفترات الجزئية ( )9,7 , ( )7,3 , ( )3,1      
  على الترتيب +  , -, + نجد السرعة تغيرت إشارتها من 

  ثم إلى اليسار من t=3  إلى  t=1  أي أن الجسم تحرك إلى اليمين من
3=t 7 إلى=t 7  وأخيرا إلى اليمين من=t 9 إلى=t.         

)المواضع  )1s، ( )3s، ( )7s، ( )9sهي كما يلي :   
( ) 591 =s، ( ) 913 =s، ( ) 597 =s، ( ) 919 =s   
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)أزيح الجسم في هذه الفترة من  )1s إلى ( )9s الإزاحة الناتجة هي   أي
( ) ( )19 ss −   

32959191 =−=−s 19=     الإزاحةD  
  .32أي أزيح الجسم يمينا مسافة 

) الجسم تحرك من أنولكن الواقع  )1s إلى ( )3s لليمين   
)                 ثم تحرك من  )3s إلى ( )7s إلى اليسار   

)                 ثم من  )7s إلى ( )9s إلى اليمين   
)    ،اـيمين ) ( ) 321313 =−= ssD  

)   ،يسارا ) ( ) 323737 −=−= ssD  
  ثم 

)      ،يمينا ) ( ) 327979 =−= ssD  
9679371319متر  =++= DDDd المسافة الفعلية    

  لاحظ أن الإزاحة الكلية 
3279371319متر  =++= DDDD )   145(أنظر شكل( (  

  

  
  )145(شكل 

  
  

s  100  90  80  70  60  50  40  30  20  10  0   

59 

0=t  
1=t  
7=t  

3=t  
9=t  13D  

37D  

79D  

91 
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  ): 12(مثال 
ن المسافة الرأسية أ  فوجد sm 140قذف صاروخ رأسيا إلى أعلى بسرعة 

   ،y ، ثانية هي بالمترtفوق سطح الأرض بعد زمن 
                ( ) 29.4140 ttty −=  

  . أوجد الزمن والسرعة عندما يصل الصاروخ للأرض–أ 
  . للصاروخ عن سطح الأرضارتفاع أوجد أقصى –ب 
   .t أوجد العجلة عند أي لحظة زمنية –ج 

  الحــل
وسنعتبر .  ونقطة الأصل على الأرض،y يتحرك الصاروخ على محور -أ

الصاروخ كجسيم صغير يكون الجسيم على 
)الأرض عندما  ) 0=ty   

09.4140    أي  2 =− tt  
    ( ) 09.4140 =− tt    

  تين أي عند اللحظ
0=t، st 57.28=   
0=t الإطلاق هي لحظة، st 57.28=   

هي لحظة وصول الصاروخ مرة أخرى 
  )146(شكل       والسرعة التي يطرق بها الأرض . للأرض
)      ،هي إذن )57.28ν  
)    ولكن  ) ( ) ttyt 8.9140 −== &ν  

)     ،إذن ) sm14057.28 −=ν  
  . والإشارة السالبة تعني أن الصاروخ عندئذ متحرك إلى أسفل

  .  وسرعة الوصول متساويتي الأرقالالإطلاقنلاحظ أن سرعة 
               ( ) ( ) sm14057.280 == νν   

  

( ) 29.410 ttty −=
 

y
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   ،ν=0 أي &y=0يحدث عندما maxy ، أقصى ارتفاع-ب
 08.9140 =− t    

st ،أي عند 29.14= ⇒ 
7

100
=t   

  ولذلك أقصى ارتفاع هو 
                  ( )29.14max yy =  

2

7
1009.4

7
100140 






−






=   

                 m1000=   
  

) -جـ ) ( ) smtto 8.9−==ν&   
  . وهي عجلة ثابتة ناتجة عن قوة جذب الأرض للأجسام

 
  

   M.H.S ( Simple harmonic motion( الحركة التوافقية البسيطة 
 أنها في حركة توافقية بسيطة إذا كان l متحركة على مستقيم Pيقال لنقطة 

)إزاحتها عن نقطة الأصل  )ts معطاة بإحدى العلاقتين   
( ) ( )φω += tAts sin  أو  ( ) ( )φω += tAts cos   

  . ثوابتA، ω، φحيث 
  ه الحالة وفي هذ

     ( ) ( )φωω += tAts cos&   أو   ( ) ( )φωω +−= tAts sin&   
 ( ) ( )φωω +−= tAts sin2&&   أو   ( ) ( )φωω +−= tAts cos2&&   

  أي 
( ) ( )tsts 2ω−=&&   أو   ( ) ( )tsts 2ω−=&&  
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   ،أي أن كلا الحالتين أدت إلى أن العجلة
               ( ) ( )tsta 2ω−=  

فالحركة التوافقية البسيطة . وهذه العلاقة أيضاً تعرف الحركة التوافقية البسيطة
 ودائماً sهي إذن حركة جسيم بعجلة مقدارها يتناسب طرديا مع مقدار 

   .sإشارتها مخالفة لإشارة 
  . l بين نقطتين على Pوفي الحركة التوافقية البسيطة تتذبذب 

 ولذلك فإن سعة الذبذبة هي أكبر إزاحة عن نقطة .−A+، Aإحداثياهما 

وزمن الذبذبة هو . Aالأصل 
ω
π2 كل ثانية أو ما نسميه  أما عدد الذبذبات

التردد فهو 
π

ω
2

 .  

  .  زاوية الطورφتسمى الزاوية 
   ،وبما أن عندما

( ) ( )φω += tAts sin ،  ( )ϕωων += tAcos   
   ،ومن حساب المثلثات

( ) ( ) 1cossin 22 =+++ ϕωϕω tt   
  نحصل على 

                            122

2

2

2
=+

AA
s

ω
ν   

  ومنها 
                          22 sA −±= ων    

  
 عندما ν=0 بينما 0= والعجلةs=0السرعة أكبر ما يمكن عندما 

As =، Aa 2ω−=   
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  ): 13(مثال 
يتحرك جسيم على خط مستقيم حركة توافقية بسيطة بين الموصفين 

ms 2=، ms  ،أوجد سعة الذبذبة. sm50 فبلغت أقصى سرعة له =10
أين ومتى تصبح سرعته لأول مرة . التردد والزمن الدوري وأقصى عجلة له

sm25. علماً بأن بدء الحركة عند ms 2= .  
  الحــل 

           Am ==
−

= 4
2

   سعة الذبذبة 210

                           Aω=  أقصى سرعة   
                                 450 ω=  ⇒  5.12=ω  srad  )1(   

      s503.0
5.12

22
===

π
ω
π الزمن الدوري   

  نفرض أن 
                  ( )ϕω += tAu sin   

               ( )ϕ+= tu 5.12sin4   
التوافقية البسيطة وهي نقطة  الإزاحة بالنسبة لمركز الحركة uحيث 

 فيكون موضع الجسيم عند s=6 أي عند s، 10=s=2التنصيف بين 
  أي لحظة هو 

                       ( )ϕ++= tS 5.12sin46   
    t، 2=s=0بوضع 

ϕsin46 +=S  ⇒  1sin −=ϕ  ⇒  
2
πϕ −=  

⇒  tS 5.12cos46 −=  
( ) tst 5.12sin50== &ν  

                                                 
)1 (  srad تعني ondradian secثانية/  أي زاوية نصف قطرية.  
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   ، نجد أنsm25=νبوضع 
                                 ( )t5.12sin5025 =   

                                   ( )
2
15.12sin =t   

                                     
6

5.12 π
=t   

                                     st
75
π

=   

  ،وعندئذ
                                 

6
cos46 π

−=S   

                                   
2
346 −=   

                                    326 −=S   
                                   mS 536.2≈   

  
 Free Fallالسقوط الحر 

 تنجذب نحو مركز الأرض mتبعاً لقانون نيوتن للجذب العام فإنه أية كتلة 
 وعكسياً مع مربع المسافة من Μ وكتلة الأرض mبقوة تتناسب مع كل من 

mإلى مركز الأرض ، r،   
      2r

mGF Μ
=   

  
  
  

  ) 147(                        شكل 

r 

R × 

O  

y  
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 وعجلة حركتها mوينص قانون نيوتن الثاني على أن حاصل ضرب الكتلة 
  أي أن . نحو مركز الأرض يساوي القوة المسببة للحركة

( ) 2r
GmtmaF Μ

==   

                                                    ( ) 2r
Gta Μ⋅

=   

yRrبوضع   ارتفاع الجسم عن y ، نصف قطر الأرضR حيث =+
   ،سطح الأرض فإن

                     ( )
( )2yR

Gta
+

Μ⋅
=   

   فإن ،y=0 ،لأرضوعندما يكون الجسيم على سطح ا
                ( ) g

R
Gta y =

Μ⋅
== 20   

 Μ وكتلتها R ونصف قطر الأرض ،Gوبالتعويض عن ثابت الجذب العام 
28.9نجد أن         smg ≈    
  عند أي ارتفاع هي وتصبح العجلة 

                                      ( )
2









+

=
yR

Rgta   

  
ولجميع الأجسام سواء على سطح الأرض أو بالقرب من سطح الأرض حيث        

 )Ry    ،تكون ) >>
                              ( ) gta =   

سمى عجلة الجاذبية الأرضية متجهة دائماً لأسفل نحو وهي عجلة ثابتة ت
فإذا اعتبرنا محور الإحداثيات بنقط أصل عند سطح الكوكب . مركز الأرض

  واتجاهه الموجب لأعلى فإن العجلة تكون سالبة 
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)أي                          ) gta −=   
)وحيث أن  ) ( )tta ν   ة يجب أن تكون على الصورة  فإن دالة السرع=′

                            ( ) cgtt +−=ν   
   فإن t=0 ، عندما0ν الابتدائيةإذا اعتبرنا السرعة 

                               c+= 00ν   
                            ( ) gtt −= 0νν   

  ودالة الموضع التي لو فاضلناها أعطت هذه السرعة يجب أن تكون على الصورة 
                        ( ) cgttty +−= 2

0 2
1ν   

)فإذا بدأ الجسيم حركته عندما كانت  ) 00 yy =، 0=t فإن   
                        cy +−= 000   

  وبالتالي 
              ( ) 2

00 2
1 gttyty −+= ν   

فإذا . وهذه الدالة تعطي موضع جسيم ساقطاً بحرية تحت تأثير الجاذبية فقط
  ،فإن.  متر مثلا10ًترك جسيم يسقط بحرية من ارتفاع 

( ) 28.9
2
11010 tty −+=   

( ) 29.410 tty −=   
  عندما، ) يرتطم بالأرض(قص حتى يصبح صفرا ء السقوط يتناأي أن ارتفاعه أثنا

( ) 0=ty   
09.410 2 =− t  

st 04.2=  
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  ): 14(مثال 
 ابتدائية متر رأسياً لأعلى بسرعة 100 قذف جسيم من قمة برج ارتفاعه 

sm50 .متى يصل إلى الأرض.  
  ل الحــ

                       ( ) 2
00 2

1 gttyty −+= ν  

sm50=0ν ،  1000 =y ،  8.9=g   
                    ( ) 29.4508.9 ttty −+=  

) أي عندما ،وعندما يصل للأرض ) 0=ty   
  يكون 

09.4508.9 2 =−+ tt  
08.9509.4 2 =−− tt  
09850049 2 =−− tt  

98
98494500500 2 ××+±

=t  

st 4.10=  
  

  ): 15(مثال 
)يتحرك جسيم في خط مستقيم رأسي بحيث يعطي ارتفاعه عند أي لحظة  )st 

  حو  على الن،y ،بالمتر
                    ( ) 






 ++=

t
ttty

3
15232 3   

  .متى تنعدم سرعته وعلى أي ارتفاع ؟ أوجد العجلة عند منتصف هذا الزمن
  الحــل 

                                                       ( ) ( )tyt &=ν   
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                                       ( ) 





 −+= 2

2

3
152332

t
ttν  

)وتنعدم السرعة عندما  ) 0=tν، أي   
                                        






 −+= 2

2

3
1523320

t
t   

utنضع  =23   
                                          






 −+=

u
u 152320   

                                          456320 2 −+= uu   
                                         045623 2 =−+ uu   
                                       ( )( ) 038312 =+− uu   

                                           
3

38
−=u , 12=u   

                           st 2=   ⇒   123 2 =t   ⇒  
  

   ،وعندئذ يكون.   ثانية2 تنعدم سرعته بعد ∴
( ) ( ) 








×
++=

23
1522322 3ty   

  





 ++=

3
125834  

   76244 ++=  
       m94=  

   . مترا94 أقصى ارتفاع يصل إليه الجسيم هو ∴
  ،أما العجلة

                              ( ) ( )tyta &=   
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 += 33

30463
t

t   

                       3
30418
t

t +=  

st أي عند ،والعجلة عند منتصف زمن الصعود    هي =1
                   ( ) ( )

( )31
3041181 +=a  

                    2322 sm=   
  

  ):16(مثال 
)يتحرك جسيم في خط مستقيم ويتحدد الموضع  )ts عند tثانية بالعلاقة ،  

                               ( ) 21
2

t
tts

+
=   

. t→∞ إلى t=0اشرح حركة الجسيم منذ أن مر بنقطة الأصل عندما 
stأين يكون الجسيم عندما   ؟ ضمن الشرح شكل وقيمة الموضع =1000

  .  وارسم بيانات تغيرهم مع الزمن،والسرعة والعجلة
  الحــل

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )22

2

1

2221

t

ttttst
+

−+
== &ν  

( )
( )22

2

1

2

t

tt
+

=ν  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )42

2222

1

2122241

t

ttttttta
+

+−−−+
==ν&  
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       ( )[ ]
( )32

222

1

22114

t

tttt

+

−+++−
=  

       ( )
( )32

2

1

34

t

tt

+

−
=  

) ،تنعدم السرعة عندما ) 0=tν   
                                            st 1= ⇒   022 2 =− t   

  ،وتكون عندئذ
                  ( ) ms 11 =   

  .  حركتهاتجاهوعند هذه اللحظة يغير الجسيم 
   s=0ولكن متى يعود إلى نقطة الأصل ؟ يعود عندما 

                    0
1

2
2 =

+ t
t   

حيث ( أي في بدء الحركة t=0 ، أولً لما،والطرف الأيسر ينعدم في حالتين
  ) عند نقطة الأصلبدأ الحركة 

 متر في 1أي أن الجسيم يعود بعد أن يكون قد قطع مسافة . t→∞وعندما 
  . ثانية ولكنه لن يصل إلى نقطة الأصل إلا بعد زمن لا نهائي1زمن 

  وبالرجوع للعجلة نجد أنها تنعدم عندما 
st 3=  ,  0=t  

 فنجدها t=3أن السرعة بلغت قيم قصوى عند بدء الحركة وعند أي 
stكانت أكبر ما يمكن عند بدء الحركة ثم تناقصت حتى انعدمت عند  1= 

نحو ( المعاكس الاتجاهثم بدأت في التزايد في .  حركتهاتجاهحيث غير الجسيم 
stند حتى بلغت قيمة عظمى ع) اليسار 3=.  

 بدأت السرعة تتناقص وتحرك الجسيم بتقصير لم يمكنه من t=3إذن عند 
  ).s=0(العودة إلى 
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)وبيانات العلاقات  )ts، ( )tν، ( )ta 148( موضحة في شكل (  
  

  
  )148(شكل 

  

( )ts  

 انقلاب
• 

1 3 )أ(   t  ( )tv  

 

1 
3  

)ب(  t  

( )ta  

1 3 )جـ(   t  
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  )3-6(تمارين 
  

. s تتحرك نقطة في خط مستقيم وموضعها ،)11(إلى ) 1(في التمارين من 
صف حركة النقطة في الفترة . tأوجد السرعة والعجلة عند أي لحظة زمنية 

  ).145(في شكل وضح الحركة برسم من النوع الموضح . الزمنية المعطاة
1(  ( ) 4123 2 +−= ttts ،  [ ]6,0  
2(  ( ) 652 −+= ttts ،   [ ]3,0  
3(  ( ) 632 −+= ttts ،  [ ]2,2−  
4(  ( ) tttts 1292 23 +−= ،  [ ]4,0  
5(  ( ) 193 +−= ttts ،  [ ]3,3−  
6(  ( ) 32 2153610 tttts −+−= ،  [ ]4,1  
7(  ( ) 3612 ttts −+= ،  [ ]3,2−  
8(  ( ) 624152 23 −++−= tttts ،  [ ]5,0  
9(  ( ) 6122 23 +−= ttts ،  [ ]6,0  

10(  ( ) 24 62 ttts −= ،  [ ]2,2−  
11(  ( ) 23 32 ttts −= ،  [ ]2,0  

           

 تقطع نقطة متحركة على مستقيم المسافة ،)16(إلى ) 12(في التمارين من 
( )ts في زمن tاني وأذكر في كل مرة متى  ثو3أوجد السرعة بعد .  وحدة

  . 2ث/ مترkتصبح السرعة   
12(  28=k  ,   ( ) 25 2 += tts  
13(  0=k  ,   ( ) 2

2

1
1

t
tts

+
−

=   

14(  88=k  ,   ( ) 73 2 += tts   
15(  63=k  ,   ( ) 235 3 ++= ttts  
16(  

3
22

=k  ,  ( ) 216 tts +=   
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 ث وارتفاعه بالمتر عن سطح/ مترu ابتدائيةقذف جسيم رأسياً لأعلى بسرعة 
)  ثانية هوtالأرض بعد  )tY. 19(إلى ) 17( أوجد في كل التمارين من :(  

  .  ثانيةt السرعة والعجلة عند -أ   
   أقصى ارتفاع -ب 

   فترة الرحلة -جـ
17(  144=u  ,   ( ) 216144 ttts −=   
18(  192=u  ,   ( ) 216192100 ttts −+=   
19(  bu =  ,   ( ) 3atbtbts −−=   
  

) هو tيتحرك جسيم حركة توافقية بسيطة وموضعه عند زمن  )ts أوجد 
   ) 25 إلى 20من ( سعة الذبذبة وزمن الذبذبة والتردد 

20(  ( ) tts πsin8=  21(  ( ) tts
4

cos5 π
=  

22(  ( ) tts 2cos3=  23(  ( ) tts
3

2sin6 π
=  

24(  ( ) 2168 sts −=&  25(  ( ) sts 16−=&& ، 20max =s&   
  

تاتن ايند يمكن تقريبه في س) 0c (Tالتغيير السنوي في درجة الحرارة ) 26

)بالمعادلة   ) 103
6

sin8.14 +





 −= tT π   

  

أوجد قيم تقريبية للمعدل الذي به .  تناظر أول ينايرt=0 ، بالشهورtحيث 
في أي من شهور السنة يكون . درجة الحرارة في أول أبريل وفي أول نوفمبر

  . رع ما يمكنتغير درجة الحرارة أس
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يوضح ارتفاع وانخفاض مستوى الماء في ميناء طرابلس ) 149(شكل ) 27
  .  ساعة معينة24خلال 

       بتعبير على شكلy قرب مستوى سطح الماء -أ  
     ( ) dcbtay ++= sin، 0=tتناظر منتصف الليل  .  
  ). ظهرا12الساعة . (ء عند الظهيرةع سطح الما أوجد سرعة ارتفا-ب   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ) 149(                                    شكل 
  

السونامي هو موجة بحرية تنجم عن زلزال تحت سطح البحر مثل الذي ) 28
 قدم ارتفاعا 100هذه الموجات قد تصل لأكثر . حدث في شريط آسيا

دسين السونامي بمعادلة على شكل  يمثل المهن. وتنتشر بسرعات هائلة
btay cos=.   

  دقيقة تنتشر30 وزمنها الدوري h=25) قدم(أفترض أن موجة ارتفاعها   
  . ثانية/ قدم180بسرعة 

 y ) متر( ) ارتفاع الماء ( 

  t 24 20 16  12  8   4 ) ساعة(

12 
10 
8 
6 
4 
2 

هراً
ظ
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)إذا كان   -أ   )yx, عبر ). 150( نقطة على الموجة المبينة في شكل
  . t=0 عندما y=25 علماً بأن t كدالة في yعن   

ftyسطح الموجة عندما ) أو هبوط( ما سرعة ارتفاع -ب   10=.  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )150(شكل 
  
  

  
.... ............

 ................
.... .. 

  °   
 °°     
 ° °  

  مستوى
  سطح 
 البحر

  حاجز
 البحر

x 

y 

h 
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   CURVATUREالانحناء ): 4-6(بند 
 على ببطء بسرعة أو اتجاهها قد يتغير ،Γى منحنى عندما تتحرك نقطة عل

تغير   أوانثناءولقياس معدل .  ينثني بجدية أو بالتدريجΓحسب ما إذا كان 
  ". التقوس " أو " الانحناء "  نستعمل مصطلح ،Γشكل المنحنى 

نعتبر وحدة المتجه المماس ووحدة المتجه العمودي على وفي هذا البند سوف 
  . عوناً لمناقشتنا مبدأ الانحناءا المنحنى اللذان سيكون

على ) 151(شكل . Pنفرض أن الجسيم كان عند لحظة معينة عند نقطة 
 ψ يصنع زاوية τ̂هو  وأن متجه الوحدة المماس عند هذه النقطة Γالمنحنى 

) السرعة اتجاهوهو في نفس الوقت في . xمع المحور )ts& حيث ( )ts 
 نرمز له Pالعمودي على المنحنى عند . موضع الجسيم على المنحنى عندئذ

N هو اتجاهه ومتجه الوحدة في n̂ ويصنع زاوية 
2
πψ   . x مع المحور+

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )151(شكل 
  

y  

x  

S  
p  

p′  
N  

N′  

c  
• ψ∆  

n̂  
τ̂  

S∆  

ψ  

ψ∆  

ψψ ∆+  

Γ  

ττ ˆˆ ∆+  
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 على المنحنى ∆s مسافة Pتبعد  ′P انتقل الجسيم إلى ∆tبعد زمن قدره 
τ̂ويصبح متجه الوحدة المماس عندئذ  ττ أو ′ ˆˆ  يصنع زاوية +∆

ψψ  يصنع زاوية ′N والعمودي عليه x مع المحور+∆
2
πψψ +∆+ 

 هي مركز الانحناء cيتقاطع العمودان مع بعضهما في نقطة . xمع المحور
  ومن الشكل نجد أن . Pعند هذه النقطة ) التقوس(

               ts ∆=∆ ρ   
PccPث حي ′≈=ρ التقوس(  هو نصف قطر الانحناء.(  

  إذن 
           

t
s

t ∆
∆

=
→∆ 0

limρ   

  أو 
               

ψ
ρ

d
ds

=   

) 152(فإن من شكل .  معرف بمعادلته الديكارتيةΓ فإذا كان المنحنى -أ
  ، نجد أن،′P إلى Pوهو يكبر المسافة من 

  222 yxs ∆+∆=∆  
  

22
1 






+=








dx
dy

dx
ds  

  أو    
  21 y

dx
ds ′+=  

كذلك   
dx
dy

=ψtan                                

  
  

y

x

s∆ y∆

x∆
ψ
 

)152(شكل   
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                      ،بالتفاضل
2

2
2sec

dx
yd

dx
d

=
ψψ 

y
dx
d ′′=ψψ 2sec   

( )22 1tan1 y
yy

dx
d

′+

′′
=

+

′′
=

ψ
ψ  

  إذن 

( )
( )2

2
1

2

1

1

y
y
y

dx
d
dx
ds

′+

′′
′+

==
ψ

ρ  

( )
y
y
′′
′+

=
2
3

21ρ  

) عند نقطة Γ للمنحنى k الانحناء :تعريف )yxP    هو ,

ds
dk ψ

ρ
==

1  

   إذن ،هو مقلوب نصف قطر الانحناء) التقوس ( الانحناء∴

( )2
3

21 y

yk
′+

′′
=  

   أما إذا كان المنحنى معرف بمعادلتين بارامتريتين -ب
  ( )txx =، ( )tyy    فإن =

                               222 yxs ∆+∆=∆   

                          
222







+






=








dt
dy

dt
dx

dt
ds   

                                 22 yx
dt
ds

&& +=   
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  كذلك 

                                            
dx
dy

=ψtan   

                     xy
dt
dx

dx
yd

dt
d

&′′=⋅= 2

2
2sec ψψ   

                          

2

22
1tan1

x
y
xyxy

dt
d

&

&

&&

+

′′
=

+

′′
=

ψ
ψ  

            3x
xyyxy

&

&&&&&& −
=′′    ,    22

3

yx
xy

&&

&

+

′′
=   

                                      22 yx
xyyx

dt
d

&&

&&&&&&

+
−

=
ψ  

                      
dtd

dtds
ψ

ρ =   

                     ( )
( )22

2
1

22

yx
xyyx

yx

&&

&&&&&&
&&

+
−

+
=ρ   

                     ( )
xyyx

yx
&&&&&&

&&

−
+

=
2
3

22
ρ  

                     
( )2

3
22

1

yx

xyyxk
&&

&&&&&&

+

−
==

ρ
 

 
 Xأن الإحداثي ) 153(نجد من شكل ) مركز التقوس( مركز الانحناء -جـ

   مركز لانحناء هو ،cلنقط 

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 11:45 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 359 

       ψρ sin−= xX   

   ( )
y

yyxX
′′

′+′
−=

21   

  ،كذلك
   ψρ cos+= yY   

    
y
yyY
′′
′+

+=
21   

  كذلك في الصورة البارمترية 
  نجد أن                          

( )
xyyx
yxyxX
&&&&&&

&&&

−
+

−=
22

  

                          ( )
xyyx
yxxyY
&&&&&&

&&&

−
+

+=
22

  

  ومن الأبسط أن نكتفي بتذكر أن مركز الانحناء هو 
( )ψρψρ cos,sin +− yxc   

 
  ): 17(مثال 

2tx تمثله المعادلتان البارامتريتان Γمنحنى  =، 3ty =، Rt أوجد . ∋
  وأوجد مركز ونصف قطر دائرةt=5.0 بارامترها Pالتقوس عند نقطة 

  .  على رسمة واحدةt=5.0الانحناء عند 
  الحــل 

( ) ttx 2=&، ( ) 23tty =&  ⇐ ( ) 15.0 =x&، ( )
4
35.0 =y&   

( ) 2=tx&&، ( ) tty 6=&&  ⇐ ( ) 25.0 =x&&، ( ) 35.0 =y&&   
  

y  

x  

( )YXC ,  

• ( )yxP ,  

x  

x  

ψ  
ρ  

ψ  

 )153(شكل 
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( )2

3
22 yx

xyyxk
&&

&&&&&&

+

−
=  

                                        
2
3

16
91

2
4
331







 +

×−×
=   

                                       125
96

64
125

2
3

==  

                                  302.1
96

1251
≈==

k
ρ   

                              ( )
4
35.0 =y&  ⇒  

x
yy
&

&
=′   

5
4cos =ψ  ,  

5
3sin =ψ  ⇒   

4
3tan =ψ  

                                      ψρ sin−= xX   
                                    

5
3

96
12525.0 ⋅−=   

                               531.0
32
2525.0 =−=   

                                     ψρ cos+= yY   
                                  

5
4

96
125125.0 ⋅−=   

                             167.1
24
25125.0 =−=   

)             إذن  )167.1,531.0−c  
  ،معادلة دائرة لانحناء هي

222

96
125

6
7

32
17







=






 −+






 + yx  
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  )154(شكل 
  

  ): 18(مثال 
axy ،أوجد معادلة دائرة تقوس المنحنى 42 ay عند النقطة = 2= .  

  الحــل 
                                axy 42 =   

               
y
ay 2

=′  ⇒  ayy 42 =′   

            
y
a

y
ay

y
ay 222

22 ⋅
−

=′−
=′′   

                             3

24
y

ay −
=′′   

ayعند  2=، 1=′y، 
a

y
2

1−
=′′، ax =   







−

6
7,

32
17C  

n̂  96
125

=ρ  









8
1,

4
1p

 
τ̂  

3

2

ty

tx

=

=
 

2          1  x  

y  

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 11:45 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 362 

                                        ( )
y
y
′′
′+

=
2
3

21ρ   

                               ( ) a

a

24

2
1
11 2

3

−=
−
+

=ρ   

  
   a24−=ρنصف قطر الانحناء 

y وهي نفس إشارة ، الإشارة السالبة تعني أن المنحنى مقعر لأسفل ′′ .  

                                 
4
πψ =  ⇒  1tan =ψ   

                                        ψρ sin−= xX   
                           ( ) aaa 5

2
124 =−−=   

                                        ψρ cos+= yY   
                         aaa 2

2
1242 −=⋅−−=   

  
( )aac 2,5   كز دائرة الانحناء مر−

  ،معادلة دائرة الانحناء
                       ( ) ( ) 222 3225 aayax =+++   

                  03410 222 =−+−+ aayaxyx   
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  )4-6(تمارين 
  

  أوجد ) 15(إلى ) 1(في التمارين من 
  P الانحناء عند النقطة -أ   
  مركز الانحناء   -ب 

  . ارسم بيان المنحنى ودائرة الانحناء -جـ
1      (( )1,1P , 32 xy −=  
2      (( )1,1P , 4xy =  
3      (( )1,0P , xy 2cos=  
4      (( )2,3πP , xy sec=  
5      (( )2,3P , ty = ,  1−= tx  
6      (( )0=tP , 342 ++= tty ,  1+= tx  
7      (( )1,0P , 31 ty −= ,  2ttx −=  
8      (






 − 1,1

2
πP , ty cos1−= ,  ttx sin−=  

9      (





 3

2
3,1P , ty cos3= ,  tx sin2=  

10    (





 =

4
πtP , ( )ty 3sin= ,  ( )tx 3cos=   

11    (





 1,

2
πP , xy sin=    

12    (( )1,0P , xy sec=  
13    (( )1,1P , 1=xy  
14   (






 =

3
πtP , 

5
4sin ty = ,  tx cos=  

15    (







4
9,

4
5P , 278 tty −= ,  25tx =  
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   ،أوجد نقط المنحنى التي عندها الانحناء أكبر ما يمكن)  16
3649  -أ      22 =+ yx   3649  -ب 22 =+ yx   
xy   -جـ   sin=  

  
  . على بيان المعادلة المعطاة ينعدم عندها الانحناءأوجد نقط)  17

24  -أ      12xxy xy  -ب   =− tan=  
31  -جـ   xy 23  -د  =+ 32 xxy −=  

  
) القطبية المستوية الإحداثياتأثبت أن الانحناء في نظام ) 18 )θ,r هو   

        2

2

θd
rdr =′′  ,  

θd
drr =′ ,  

( )[ ] 2322

22

rr

rrrr
k

+′

+′−′
=   

  
أوجد انحناء ) 18(وباستعمال نتيجة تمرين  ،)20(إلى ) 19(في التمارين من 

)المنحنيات القطبية عند  )θ,rP .  
19(  πθ 20 <<  ,  ( )θcos1−= ar   
20(  πθ 20 <<  ,  θ2sin=r   
  

 على بيان Pأوجد مركز التقوس  لنقطة ) 24(إلى ) 21(في التمارين من 
  . المعادلة المعطاة

21(  ( )1,1P , 32 xy −=  
22(  ( )1,1P , 4xy =  
23(  ( )1,0P , xy 2cos=    
24(  ( )1=tP , 22ty = ,  3tx =   
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 365 

  التقريب الخطي والتفاضلات ): 5-6(بند 
 فإن التغير أو الفرق 1x ثم تغير إلى 0x ابتدائية له قيم xإذا كان المتغير 

01 xx )التغير المناظر في قيمة  ). xدلتا ( ∆x يرمز له − )xfy  هو =
( ) ( )01 xfxf   . ∆y ويرمز له ،−

  
   :تعريف

)إذا كان  )xfy    فإن 1x تغيرت إلى 0x ابتدائية قيمة x وكان للمتغير =
01 xxx −=∆  

   هو yوالتغير المناظر في قيمة 
( ) ( )00 xfxxfy −∆+=∆  

  

نجد أن النسبة ) 155(بالرجوع إلى شكل 
x
y

∆
 يرمز ،PQ هي ميل الوتر ∆

  .PQmلها 
  إذن             

           
x
ymPQ ∆

∆
=   

  أو 
         xmy PQ∆=∆   

  
01 ،ونحن نعلم أن xxx  ،PQm لذلك إذا علمت قيمة تقريبية لمقدار ،∆=−

) و ∆yيمكننا استنتاج  )1xf  . سبق وعرفنا ميل المماس على أنه نهاية ميل
)كما عرفنا . Q إلى Pالمار من ) القاطع(الوتر  )0xf   .  كرمز لهذه النهاية′
) تقريباً يساوي PQmأي أن  )0xf   . 0x ليست بعيدة عن 1x إذا كانت ′
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  )155(شكل 
  فيكون لدينا 

                     ( ) ( ) yxfxf ∆+= 01   
               ( ) xmxf PQ∆+≈ 0   

  
             ( ) ( ) ( ) xxfxfxf ∆′+≈ 001   

  
)وهذه المعادلة تمكننا من استنتاج قيمة تقريبية  )1xf باستعمال القيم المعلومة 

( )0xf، ( )0xf تأكد على أن هذا التقريب أكثر مواءمة عندما ولابد من ال. ′
) وعندما يكون إيجاد ،0x قريبة من 1xتكون  )0xf، ( )0xf  أسهل من ′
)إيجاد  )1xfلينا أن نعيد  مباشرة وإذا أردنا توخي الدقة في هذه المناقشة ع

   ،كتابة تعريف المشتقة على النحو

( ) ( ) ( )
x
y

x
xfxxfxf

xx ∆
∆

=
∆

−∆+
=′

→∆→∆ 0
00

0
0 limlim  

  

y  

x  

( )xf ′ =المیل   

y∆  

x  

Q  

ρ  

xx ∆+  

x∆  

=   المیل 
x
y

∆
∆

  

( )xf  

( )xxf ∆+  
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 تقترب النسبة ،0 من ∆x اقتربتأي أنه كلما 
x
y

∆
) من ∆ )0xf  كما هو ′

  ).155(واضح في شكل 
  أي أن 

0≈∆x   ,   ( ) xxfy ∆′=∆ 0  
  

  ): 19(مثال 
)إذا كانت  ) xxfy +== 60 أوجد التقريب الخطي عند 3 =x ثم 

 قارن النتائج بالقيم .3.9 ،9.8 ،8استعمله في حساب تقريبي للقيم 
  . حاسبةالتي تعطيها الآلة ال

  الحــل
                               ( ) xxf += 3   
                              ( )

x
xf

+
=′

32
1   

60وعندما  =x،   
      ( ) 390 ==xf  ،    ( )

6
1

92
1

0 ==′ xf  

   إذن 
                       ( ) ( ) ( ) xxfxfxf ∆′+≈ 00   

                              ( ) ( )6
6
13 −+≈ xxf   

                                      
6

2 x
+≈   

  الآن 
( ) 83333.2

6
525538 =+==+= f  
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( ) 98333.2
6
9.529.59.539.8 =+==+= f  

( ) 05.3
6
3.623.63.633.9 =+==+= f  

 
  الجذر  بالتقريب الخطي  بالآلة الحاسبة

828427.2  83333.2  8  
983287.2  98333.2  9.8  
049590.3  05.3  3.9  

  
) إذا كان :تعريف )xfy =، f فإن التفاضلة ،للاشتقاق قابلة dy  

   تعرف بالمعادلة dy تعرف بالمعادلة 
                                   ( ) xxfdy ∆′=              

  
  ): 20(مثال 

53إذا كانت  2 −= xy   
   dy و ∆xأوجد معادلة لأجل  -أ  
  .y∆، dy احسب كل من 2.1 إلى 2 من x إذا تغيرت -ب

  الحــل
)                       -أ ) 53 2 −== xxfy   

                      ( ) ( )xfxxfy −∆+=∆   
          ( )[ ] ( )5353 22 −−−∆+= xxx   

  ( ) 53523 222 +−−∆+∆+= xxxxx   
                       ( ) ( )236 xxx ∆+∆=   
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  أما 
             ( )dxxfdy ′=   
             ( ) xxf ∆′=   

                xx∆= 6   
  

   x ،  1.0=∆x=2 باستعمال     -ب
                ( ) ( )21.2 ffy −=∆   

         ( )21.031.026 +××=∆y   
            23.103.02.1 =+=   
                   ( )( )1.026×=dy   

                             2.1=dy   
    .لأقرب علامة عشرية واحدة

                             xdy ∆=  
  يلاحظ أنه يمكننا كتابة 

                    ( ) ( ) yxfxxf ∆+=∆+    
                    ( ) dyxf +≈   

                      ( ) xxfdy ∆′=   
  

  ): 21(مثال 
 إلى 3π من θ عندما تتغير θsinأوجد بالتقريب الخطي التغير في 

18061π، ثم أوجد تقريبا لقيمة 







180
61sin π .  
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  الحــل
                     ( ) θθ sin== fy   

                           θθ∆= cosdy   
3πθ        بوضع      =، 

180
πθ =∆   

                0087.0
1802

1
≈⋅=

πdy   

  الآن 
             ( ) dy+=∆+ θθθ sinsin   

      0087.0
3

sin
180
61sin +






=






 ππ   

      0087.08660.0 +≈   
                  8747.0≈   

  

8746.0 ،القيمة الحقيقية من الآلة الحاسبة
180
61sin =






 π الخطأ لا يتجاوز 

  .  تقريبا0001.0
 هو الخطأ ∆yفقد نعتبر . ∆xلـ  المناظر y إلى التغير في ∆yإذا كانت 

 بـ ∆yويمكن تقريب . x في قياس ∆x الناجم عن الخطأ yفي حساب 
dy كما يلي   

                          ( )x
dx
dydyy ∆






=≈∆   

2فمثلا إذا كان 
3
4 xy π=، وتم قياس x، على أن cmx  بخطأ =12

   هو y فإن الخطأ المناظر في حساب cm06.0±أقصاه 
                                 xxy ∆=∆ 24π   
            ( ) ( ) 10906.0124 2 ±≈±= π   
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  .±3109cm هو تقريباً y أقصى خطأ في حساب ∴

 بالنسبة إلى x في ±06.0أما نسبة الخطأ . هذا الخطأ يسمى الخطأ المطلق
12=x فيسمى الخطأ النسبي في قياس xالنسبي في حساب أ وبالمثل الخط 
y هو   

                          
( ) y

y∆
=

±
=±

312
3
4

109015.0
π

   

  
) إذا كانت :تعريف )xfy    بالتناظر مع 1y إلى 0yيرت من  وتغ=

  :  فإن1x إلى 0x من xتغيير
01الخطأ المطلق ) 1 xyy ) ويقرب إلى ∆=− ) xxfdy ∆′= 0   

الخطأ النسبي ) 2
0y
y∆ ويقرب إلى 

0y
dy   

100%الخطأ المئوي ) 3
0

×
∆
y
y 100% ويقرب إلى

0
×

y
dy  

  
  ):22(مثال 

 تغيرا أديباتيكيا تبعاً للعلاقة P وع الضغط Vيتغير حجم الغاز
  والخطأ في حسابه32mفإذا كان حجم الغاز . γ=4.1حيث ) γPV=ثابت(

  . أوجد الخطأين النسبي والمئوي في حساب الضغط. 310cmهو 
  الحــل 

                          ( )
γγ V

k
V

Pثابت ==   
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                                  V
V

k
P ∆

−
= +1γ

γ
   

                                     V
VP

P
∆

−
=

∆ γ   

32mVعندما  = ،  3
610

10 mV =∆   

                                     6105 −×=
∆
V
V   

                            61054.1 −××−=
∆
P
P   

   ،الخطأ النسبي

                                   6107 −×−=
∆
P
P   

   ،الخطأ المئوي

                     %107%100 4−×−=×
∆
P
P   

                      %0007.0−=   
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  )5-6(تمارين 
  

)اً لمقدار أوجد تقريب) 12(إلى ) 1(في التمارين من  )bf عندما تتغير x من 
a إلى b .  
)1(  ( ) 1153 2 +−= xxxf، 4=a، 02.1=b   
)2(  ( ) 783 3 +−= xxxf، 4=a، 98.3=b   
)3(  ( ) 3 1+= xxf، 7=a، 05.7=b   
)4(  ( ) 4xxf =، 1=a، 02.1=b   
)5(  ( ) 4xxf =، 1=a، 98.0=b     
)6(  ( ) xxxf cossin2 +=، 

6
π

=a، 
60
9π

=b  

)7(  ( ) xxxf cotcsc +=، o45=a، o44=b   
)8(  ( )

xx
xf

cotcsc
1
−

=، o45=a، o46=b   

)9(  ( ) xxf sec=، o60=a، o62=b   
)10(  ( ) xxf tan=، o30=a، o28=b  
)11(  ( ) xxf cos1+=، o180=a، o181=b  

)12(  ( )
x

xf 1
=، 1.0=a، 101.0=b   

  
  :أوجد) 18(إلى ) 13(في التمارين من 

   y∆، dyمعادلة عامة لكل من   -أ  
xa إلى a من xعندما تتغير   -ب y∆، dy، ydy احسب +∆ ∆−   
)13(  5222 +−= xxy، 22=a، 22.0−=∆x  
)14(  43 −= xy، 1−=a، 1.0=∆x  
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)15(  
x

y
+

=
1

1، 1=a، 03.0−=∆x  

)16(  xy 94 −=، 2−=a، 02.0−=∆x   
)17(  127 += xy، عند أي x، x∆   
)18(  2

1
x

y =، 3=a، 3.0=∆x  

  
 ،∆x هو xإذا كان أكبر خطأ في قياس ) 24(إلى ) 19(في التمارين من 

  : yاستعمل التفاضلات لإيجاد الخطأ النسبي والخطأ المئوي في حساب 
)19(  34xy =، 3=x، 01.0±=∆x  
)20(  43xy =، 1=x، 01.0±=∆x  
)21(  

x
xy 1

−=، 4=x، 02.0±=∆x  

)22(  xxy 53 +=، 1=x، 01.0±=∆x  
)23(  32 xy =، 27=x، 3.0±=∆x  
)24(  xxy −= 23، 2=x، 1.0=∆x   
  
2326إذا كان  ) 25( ttP   .t، 2.0=dt=8 عند dP فأوجد =+
  
5إذا كان ) 26( 240 xy نسبته   والخطأ المسموح به لا يزيد عن ما=

  .yأوجد الخطأ النسبي والمئوي الممكن في . x في قياس 08.0±
  
210 مغلقة هي لأسطوانةالمساحة السطحية ) 27( rS π= والخطأ المئوي 

 أوجد أكبر خطأ نسبي ،±10% لا يزيد عن Sالمسموح به في 
  . rمسموح به في 
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 يصنع اتجاه في 0ν ابتدائيةسرعة إذا قذف جسيم من سطح الأرض ب) 28(
α  درجة مع الأفقي فإن أقصى ارتفاع يصل إليه المقذوف هوh 

   حيث Rوأقصى مدى يصل إليه المقذوف على الأفقي هو 

  
g

R ααν cossin2 2
0=  ,  

g
h

2
sin22

0 αν
=  

  فإذا كان .  عجلة الجاذبية الأرضيةgحيث   
  28.9 smg sm1000) ثانية/متر(  ,  = =ν   
د قيم استعمل التفاضلات لإيجا. o5.30 إلى o30 من αوتغيرت   

  . h، Rتقريبية للتغير في كل 
  
 ))156(أنظر شكل . (m230الهرم الأكبر له قاعدة مربعة طول ضلعها ) 29(

ولإيجاد قيم تقريبية لارتفاع وقف رجل عند منتصف أحد أحرف القاعدة 
  . φ=052 الارتفاع هي ونظر لرأس الهرم فوجد أن زاوية

مدى من الدقة يجب أن يكون قياس هذه الزاوية لكي يكون أي إلى   
  متر ؟ + 1 متر إلى -1 واقعاً بين hالخطأ في حساب 

  

  )29(تمرين ): 156(شكل 

m230

φ m230

° 
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   رافسون –طريقة نيوتن): 6-6(بند 
لدالة قابلة للاشتقاق "  r" تقريب للجذر  لإيجاد، رافسون-تبني طريقة نيوتن

"f"لى فكرة أن المماس هو مستقيم قريب من المنحنى بالقرب من نقطة التماس ، .  
 لبيان l ونعتبر الخط المماس ،r للجذر1xفي هذه الطريقة نبدأ بتقريب 

( )xfy ) عند = )( )11, xfx )  157(أنظر شكل(.   
  
  
  
  
  
  
  
  

  )157(                                 شكل 
  

 لأن  بالقرب من بعضهماx يجب أن يقطعا المحور fالخط المماس وبيان 
 بإيجاد fومن ثم يمكننا تقريب جذر . fالخط المماس يظل قريب من بيان 

  . لأن معادلة الخط المماس خطية ومن السهل حساب جذرها. جذر للخط المماس
ة الوسطى التي  باستعمال مبرهنة القيمfونستطيع أن نوجد أول تقريب لـ 
)تضمن وجود جذر في أي فترة  )ba, إذا كان إشارتي ( )af، ( )bf 

  . مختلفتين
) عند f لبيان lلنعتبر المماس  )( )11, xfx . 1إذا كانتx قريبة بالقدر 

 مع المحور l تقاطع ،)157( وكما هو واضح في شكل ، إذن،rالكاف من 
x 2 أيx يجب أن تكون تقريبا جيدا للجذر r . وحيث أن ميلl هو 

( )1xf    فإن معادلة المماس هي ،′

y  

x  

( )xfy =  

• ( )( )11, xfx  

r  1x  2x  

l  
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                   ( ) ( )( )111 xxxfxfy −′=−  
   ،y=0 ضع ،2xولإيجاد 

                    ( ) ( )( )1110 xxxfxf −′=−  
  ،ومنها

            ( ) 01 ≠′ xf    ,  ( )
( )1

1
12 xf

xfxx
′

−=   

  

 نستطيع تكرار العملية باستعمال المماس عند ،r كتقريب ثان لـ 2xوبأخذ 
( )( )22 , xfx . وعلى ذلك فالتقريب الثالث هو  

            ( ) 02 ≠′ xf    ,  ( )
( )2

2
23 xf

xfxx
′

−=   

  
 هذه الطريقة. ونستمر في تكرار العملية حتى نصل للدرجة المطلوبة من التقريب

  .  رافسون-في استعمال تقريبات متتابعة من الجذور الحقيقية تسمى طريقة نيوتن
  

   رافسون-طريقة نيوتن
  .ذر حقيقي لها هو جr ، دالة قابلة للاشتقاقfلتكن 

   ، يعطى على النحوnx+1  فإن التقريب التالي،r هو تقريب لـ nxفإذا كان 
         ( ) 0≠′ nxf    ,  ( )

( )n

n
nn xf

xfxx
′

−=+1   

  

  عن r لكل تقريباً أفضل لـ nx+1يراعى أنه ليس من المضمون أن تكون 
nx لكل r . 1فإذا كانتx، التقريب الأول ليست قريبة بالقدر الكاف من r، 

يوضح ) 158(وشكل . 1x أسوأ من 2xفمن الممكن أن يكون التقريب الثاني 
) أن لا يكون nxفمن الواضح عند اختيار . مثل هذه الحالة )nxf  قريبة ′

  .  تقريباً أفقيlوإلا سيكون المماس . من صفر
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   ، رافسون- عند تطبيق طريقة نيوتنوسوف نتبع القاعدة التالية
 - من الأعداد العشرية، فإننا نكرر طريقة نيوتنkإذا كان المطلوب تقريب إلى " 

 من الأعداد kمتتاليان متساويان تماماً في  رافسون إلى أن نجد أن تقريباً
  . "العشرية

 
  
  
  
  
  
  
  

  )158(شكل 
  

  ): 23 (مثال
   ،أوجد أكبر جذر موجب للمعادلة
0133 =+− xx  

  .لأربعة أرقام عشرية
  الحــل

  نفرض أن 
                ( ) 133 +−= xxxf   

  نجد أن 
3  2  1  0  1-  2-  3-  x  
19  3  -1  1  3  1-  17-  ( )xf   

y  

x  

( )xfy =  

• 

( )( )11, xfx  

r  1x  
2x  
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) وبملاحظة تغيير إشارات )xf نجد أن للدالة ( )xfالأول .  جذور ثلاثة
)يقع في الفترة  )1,2 ) والثاني في الفترة ،−− ) والأخير في الفترة 1,0( )2,1   

)و الواقع في الفترة  يوجد جذران موجبان أكبرهما ه∴ )2,1 .  
)وبملاحظة أن  ) 11 =f، ( ) 32 =f، 2 ،1 نستنتج أن الجذر الواقع بين 

  . 1أقرب للعدد 
  نستطيع إذن أن نتخذ 
                    25.11 =x      

  ولكن 
            ( ) 33 2 −=′ xxf   

   رافسون -إذن من معادلة نيوتن

                                  
33

13
2

3

1
−

+−
−=+

n

n
nn x

xx
xx

n   

                        
33

1333
2

33

−

−+−−
=

n

nn

x

xxxx nn   

                                             ( )13

12
2

3

1
−

−
=+

n
n x

x
x

n   

                                       ( )
( )( )125.13

125.12
2

3

2
−

−
=x   

                                          7222222.12 =x  
  ثم

                                  ( )
( )[ ]17222222.13

17222222.12
2

3

3
−

−
=x   
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                                               5625908.13 =x   

                                  ( )
( )[ ]15625908.13

15625908.12
2

3

4
−

−
=x  

                                               5330907.14 =x   
  بالمثل 

                                               5320888.15 =x   
                                               5320888.16 =x   

  إذن 
             5321.1=r   
  

  ): 24(مثال 
  أوجد تقريبا للجذر الحقيقي للمعادلة 
                                   0cos31 =−+ xx   

  الحــل
  نفرض أن 

                              ( ) xxxf cos31−+=   
3π  6π  0  x  

5472.0+  074.1−  2-  ( )xf  
  

 يوجد جذرين ∴
3
π

=x، 
6
π

=x .  

  ،نعتبر
                            0472.131 == πx   

                                 ( ) xxf sin31+=′   

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 11:45 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 381 

                  
n

nn
nn x

xxxx
sin31

cos31
1 +

−+
−=+   

  
n

nnnnn
x

xxxxx
sin31

cos31sin3
+

+−−+
=   

               ( )
1sin3

1cossin3
+

−+
=

n

nnn
x

xxx   

              
1

3
sin3

1
3

cos
3

sin
3

3
2

+

−





 +

=
π

πππ

x   

                      
1

2
33

1
2
1

6
33

+








−







+

=

π

  

                             8951155.02 =x   
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  )6-6(تمارين 
  
  علامات4 رافسون قيم الجذور مقربة لأقرب -أوجد باستعمال طريقة نيوتن ) 1

  ،عشرية
  5 3 , 3 5 , 29 , 7  

  
  . رب إلى أربع أماكن عشرية جذر المعادلة الواقع في الفترة المعطاةق  ) 2

]  )أ      ]2,1  ,  0152 234 =+−+ xxx  
]  )ب     ]3,2  ,  0525 24 =−+− xxx  
]  )جـ   ]1,2 −−  ,  03925 =−−+ xxx  
]  )د     ]1,0  ,  θθθθ coscossin =+  

  
)أوجد أكبر جذر للمعادلة   ) 3 ) 0=xf،   

)  )أ      ) 244411 24 −−−= xxxxf  
)  )ب    ) 84363 −−= xxxf  

  
  أوجد لرقمين عشريين ) 4

0353  جذر المعادلة ) أ      =−+ xx  
0211102  أكبر جذر للمعادلة ) ب     23 =−+− xxx  
0cos32  الجذر الموجب للمعادلة ) جـ   =−− xxπ  

2sin  جذر المعادلة  ) د    
2

=−+ xxπ  
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 أوجد القيم التقريبية لجميع الجذور الحقيقية للمعادلة) 18(إلى ) 5(في التمارين من 
  .مقربة لرقمين عشريين

5(  2404 =x  
6(  0134 =−− xx  
7(  0120 2 =−x  
8(  042 25 =+− xx  
9(  0382 23 =−−+ xxx  

10(  0133 =−− xx  
11(  0sin52 =−− θθ  
12(  02cos2 =− xx  
13(  32 += xx  
14(  0723 =−+ xx  

15(  09
2
1cos2 =−+ xx  

16(  0662sin =+− xx  

17(  1
4
1sin 32 −+= xxx  

18(  09.021.02 23 =+++ xxx  
  

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 11:45 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 384 

   عامـةتمارين 
  
)أوجد من التعريف مباشرة المشتقة ) 1 )xf ′  

)  )أ   )
12

1
2 +

=
x

xf  ب  (( ) xxf 52 −=  

  
  أوجد المشتقة الأولى ) 2

) )أ   ) ( )11 24 +−= xxxf  ب    (( ) 3 2 347 +−= xxxf  
)  )جـ   )

( )42 13

6

−
=

x
xf  د(  ( ) ( ) 222 −−−= tttf  

)  )هـ   ) ( )5 423 += xxg  و(  ( )
4

3

2

91
48












−
−

=
x

xxf  

))ز   ) ( ) ( )356 231 ++= xxxf  ح(( ) ( )( )42 19132 −+−= xxxxf   

))ط   ) 322 256 −+−= x
x

xxf  ى(  ( )
97
52

−
−

=
u
uuf  

  
  : أوجد النهاية إن وجدت) 3

  )أ  
θ

θ
θ sin
lim

2

0→
  )ب  

x
xx

x 3
2sinsinlim

2

0

+
→

  

)جـ  
x

xx
x 5

23cos2lim
0

−+
→

  )د  
θ

θθ
θ cos1

sinlim
0 −→

  

  
  أوجد المشتقة الأولى) 4

)  )أ   ) xxu 2cos1+=  ب(  ( ) ( )32 4sin xxf =  

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 11:45 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 385 

))جـ   ) ( )5tansec xxxf )  )د  =+ ) xxxf cot2=  
)  )هـ   )

t
tts
2cos1

2sin
+

)  )و  = )
3

3
1

3
1

sincos 












+= xxxh  

)  )ز   )
12cot
1csc

+
+

=
t
ttf  ح(  ( ) xxxxf 5sin5tan5sec=  

)  )ط   ) ( )44tan xxf )  )ى  = ) xxy sin=  
  
) بحيث fبفرض أن المعادلة تعين دالة قابلة لاشتقاق ) 5 )xfy   ′y أوجد، =

07425 )أ   323 =−++ yyxx    ب(  
1
1

+
+

=
y
xy   

))  جـ   )yxxy 2sin2 +=  
  

  .P عند fأوجد معادلة المماس والعمودي لبيان ) 6
          ( )6,4P   ,  

x
xy 42 −=  

  

xxyأوجد نقط المنحنى   )7 2cos3  التي عندها المماس عمودي على =−
2542المستقيم  =+ yx) حداثيات الإxفقط (.   

  

y′ ، yأوجد ) 8 ′′ ، y ′′′ ،   
xxy   )أ   45 3 84  )ب  =+ 22 =−+ yxyx  

  

73إذا كانت ) 9 2 −= xy فأوجد dy ، y∆ ، ydy ∆−   
  

 .cm03.0±خطأ أقصاه  سم ب4قيس ضلع مثلث متساوي الأضلاع فوجد ) 10
استخدم التفاضلات لإيجاد أقصى خطأ في حساب المساحة وأوجد قيمة 

  . تقريبية للخطأ المئوي
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)إذا كانت  )11 ) 12 23 +−+= xxxxf ،( ) xxxxg 24 35 ++= 
)استعمل التفاضلات لاستنتاج تقريب للتغير في  )( )xfgتغير  المناظر ل

x 1.01 إلى -1 من- .   
  

) تحقق أن f ،gإذا كان ) 12 ) 12 −=f ،( ) 42 =′f ،( ) 32 −=g ،
( ) 22 −=′′f ، ( ) 22 =′g ، ( ) 12 =′′g . أوجد قيمة كل من ما
  .x=2يأتي عند 

  ( )′− gf 32 ،( )″− gf 32 ،( )′fg ،( )″fg ،( )′gf ،( )″gf.  
  

   له مماس رأسي أم حافة مدببة fأذكر ما إذا كان بيان  )13
))  أ    ) ( ) 413 3

1
−+= xxf     ب (( ) ( ) 182 3

2
−−= xxf  

  
قانون ستيفان وبولتزمان للطاقة الحرارية المشعة من وحدة مساحات ) 14

4TR هو Tسطح أسود درجة حرارته  σ= حيث R الإشعاع معدل 
 هو Tإذا كان الخطأ في قياس .  مقدار ثابتkمن وحدة المساحات ، 

  .R فما هو الخطأ المئوي في قياس %0.6
  

.  يتزايدr قدم ونصف قطر قاعدته 8مخروط دائري قائم ارتفاعه )  15
  ).r=6قدم ( عندما r بالنسبة إلى Sأوجد معدل تغير مساحة سطحه 

  

 متر ومقطعه عبارة عن شبه منحرف متساوي 10حوض مائي طوله   )16
  .  متر2 متر وارتفاعه 5 متر والعليا 3الساقين قاعدته السفلى 

إذا كان الماء يرتفع بمعدل ف  
48
.  متر1دقيقة عندما كان عمق الماء / متر1

  . أوجد معدل دخول الماء إلى الحوض
  

0cossin استعمل طريقة نيوتن ورافسونٌ يجاد جذر المعادلة  )17 =− xxx 
  . π ،23πعلماً بأن الجذر المطلوب يقع بين . لأقرب ثلاثة أرقام عشرية

  

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 11:45 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 387 

  أوجد النهاية إن وجدت   )18
  )أ    

1
115lim

3 +
+

→ x
x

x
)  )ب   )xxx

x
+−

−→

2
2

42lim  

  )جـ  
344

62lim 2

2

23 −−
−+

→ xx
xx

x
  )د  

2
16lim 2

4

2 −−
−

→ xx
x

x
  

  )هـ  
xx

1lim
0+→

  )و  
12
18lim

3

21 −
−

→ x
x

x
  

)  )ز   )
u

aua
u

44

0
lim −+
→

3  )ح  
33 27

3lim
+
+

−→ x
x

x
  

)  )ط   )( )
( )( )9411

7352lim
+−
+−

−∞→ xx
xx

x
  )ى  

( )423
76lim
x
x

x +

−
−∞→

  

  )ك  
( ) 2

2

32 94
lim

x
x

x −+→
  )ل  






 −

+→ x
x

x

1lim
0

  

  
   واحسب النهايات الآتية fارسم بيان الدالة )  19

   ( )xf
ax→

lim ، ( )xf
ax +→

lim ،( )xf
ax −→

lim  

)  ,      a=2  )أ   )






>

≤
=

2,

2,3

2 xx

xx
xf  

)  ,      a=−3  )ب   )








−≥+

−<
−=

3,2

3,
32

1

3 xx

x
xxf  

)  ,      a=1  )جـ   )













>−

=

<

=

1,4

1,2

1,

2

2

xx
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 على مع ملحوم من أRمنشور مسدس منتظم نصف قطره وحرف قاعدته ) 33

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
00
8.
  
  

. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Arabic Collection Trial - printed on 4/25/2020 11:45 PM via MINISTÈRE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA
FORMATION PROFESSIONNELLE
AN: 801436 ;    .;    : 
Account: ns063387



 390 

) 159(ثلاثة أوجه معينة الشكل متقابلة في رأس مشتركة كما في شكل 
بحيث تعطى مساحته . Vوقاعدة المنشور مفتوحة ويسع حجم قدره 
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 سور  متر1000فإذا كان قد حصل على . سورين موازيين لأحد الجوانب 
  . اللازمة للحصول على أكبر مساحة الأبعادفما هي 

  

 متراً 880حديقة مستطيلة ومتصلة بعرضيها نصفى دائرتين ومحيطها ) 35
  .يمكن   التي تجعل مساحة المستطيل أكبر ماالأبعادهي  ما

  

 متر يراد تقسيمه لجزئين احدهما يصنع منه طوق دائري 5سلك طوله ) 36
أوجد طول كل من الجزئين بشرط أن يكون . والثاني يصنع منه مربع 
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